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1. Alapvets adatszerkezetek

1.1. Adatstruktarak tervezése

A programozasi feladatok megoldasa soran elGszor az algoritmus vazlatat készitjiik el,
majd a sziikséges adatstrukturak definiciojat: milyen objektumokat akarunk téarolni, és
ezekkel milyen miiveleteket akarunk végezni.

Specifikacio:
° Milyen objektumokat akarunk tarolni
) Milyen miiveleteket akarunk végezni ezeken az objektumokon, ezek a miveletek
altalaban:

o Ures adatstruktura létrehozéasa
o Elem berakasa az adatstruktaraba
o Specialis miveletek (pl. keresés, a legkisebb kulcsu elem kivétele)

Ezutéan az algoritmust fokozatosan pontositjuk, egyre részletesebben kidolgozzuk. A
finomitasok soran készitjiik el az eljarasokat, amelyek elGallitasa soran a fenti 1épések
ismétlédnek meg. Ehhez hasonlé modon definidljuk és finomitjuk az adatstruktardkat is.
Els6sorban az hatarozza meg, hogy milyen megvalositast valasztunk, hogy milyen adatokat
akarunk tarolni az adott adatstruktiraban és milyen miveleteket akarunk végezni rajtuk.

A tervezés fontos része az elemzés: minden mivelethez kiszamoljuk a végrehajtasi
idejét, és ennek segitségével az egész algoritmus lépésszamat. Igyeksziink az algoritmus
altal gyakrabban hasznalt miveletek idejét csokkenteni.

Altalaban nincs ,univerzalisan legjobb” adatstruktira, a felhasznalas hatérozza meg,
hogy melyik lesz a legmegfelelébb (pl.: nem feltétleniil az az adatstruktura lesz a legjobb,
amelyben a leglassabb miivelet elvégzésének ideje minimalis). Azt a megvalositast érdemes
valasztani, ahol az algoritmus altal leggyakrabban hasznalt miiveletek a leggyorsabban va-
losithatok meg. Tovabba, természetesen, a gyakorlatban nem mindig az az adatstruktira
a leghatékonyabb, aminek az elméleti futési ideje a legjobb, az el6adas soran helyenként
ki fogunk térni az ilyen meggondolésokra is.

Ha rendelkezésiinkre all mar egy jo adatstruktira, akkor akar az is el6fordulhat, hogy
érdemesebb az algoritmuson valtoztatni.

A gyakorlatban sokszor osszetett (egymassal kapcsolodo) adatstruktirakat haszné-
lunk, ilyenekre is fogunk példakat mutatni.

1.2. Lancolt lista

Tulajdonsagai:

° A lista egy listafejbdl és tetszbleges szamu listaelembdl all.

° Az elemek a memoridban szétszortan helyezkedhetnek el.

° Minden elem két részbdl all: egy, az adatot, vagy adatokat tartalmazo adat-részbdl,
valamint egy mutatobol (pointerbdl), amely a kovetkezd elem memoriacimét tartal-
mazza.



° A lista els6 elemére a listafej mutat, a lista utols6 elemének mutatdja pedig nem
mutat sehova (nil mutato).

Listaval altalaban a kovetkez6 miveleteket akarjuk elvégezni: iires-e?, elsé elem, ko-
vetkez6 elem (alapmiveletek). Ezen kiviil: elem keresése, elem beszirasa, elem torlése. A
lépésszam az elemi miveleteknél O(1), a tobbinél altalaban O(1), ahol [ a lista hossza, de
pl. az éppen megtalalt elem torlése O(1) lépés, és a lista elejére valo beszuras (ha elStte
nem kell keresni) is O(1) lépés.

Késsbb fogunk egyéb lancolt lista valtozatokkal is talalkozni, pl.

° néha érdemes a lista utolsé elemére mutatd pointert is fenntartani,
° néha érdemes a listaban kulcs szerint rendezve térolni az elemeket,
° sokszor hasznos kétszeresen lancolt lista, ahol egy listaelemhez két pointer tartozik,

az egyik a kovetkezd, a masik a megel6z6 listaelemre mutat,

° vagy ciklikusan lancolt lista, ahol az utols6 elem pointere nem nil, hanem a legelsé
elemre mutat,

° illetve ezek kombinacidja.

listafe| C’—:l%
Eg

Hdzi feladat: Lancolt listaban a keresés 1épésszama legrosszabb esetben a lista hossza.
A beszuras 1 1épés, ha tudjuk, hogy nincs benne; és a lista hossza, ha el6tte ellendrizni
kell. A torlés lépésszama a lista hossza; kivéve, ha a lista kétszeresen lancolt és hivaskor
a torlendd elemre mutato pointert kaptunk, ekkor O(1) lépés.

1.3. Sor és verem

Tulajdonsagai:
° Tetsz6leges tipusit objektumok tarolasara alkalmas.

° Ha egy sorbol kivesziink egy elemet, akkor a legrégebben berakott elemet kapjuk
vissza. A verem abban kiilonbozik a sortol, hogy elem-kivétel esetén az utolsonak
berakottat kapjuk vissza.

Miiveletek:

Uj, tires sor létrehozdsa (S névvel n méretit): Ujsor (S,n)
Nem-iires-e¢ a sor?: S #7()

Uj elem berakdsa a sorba: S < v

Elem kivétele a sorbol: u < S



Miiveletek megvalésitasa: Cél, hogy konstans idében el tudjunk végezni minden
miiveletet.
A sor méretét meghatéarozo n érték lehet ismeretlen, ekkor nem tudunk jobbat, mint hogy
a sort lancolt listaban taroljuk listavég pointerrel (bar az STL konyvtarban pl. vannak val-
tozo hosszisagu tombok, de inkabb csak egy kényelmi szolgéltatas, nem konstans, hanem
hosszban lineéris lépésszamokkal). Ha ismeriink valami fels§ becslést a sor ,méretére”,
akkor jobbat is tudunk:

1. Ha n fels6 becslés az S < v miveletek szamaéara:
ELEJE,VEGE: pointer

1 n
ST [3l6]1] L]

ELEJE
VEGE

Ujsor (S, n):
Ujtomb(ST,n)
ELEJE:=1; VEGE:=0

S £70: ELEJE < VEGE

S — v:
VEGE+H
ST(VEGE)::V

u<+ S
w:=ST(ELEJE)
ELEJEA+
2. Ha csak egy n > | S| fels6 becslést tudunk:

n + 1 méretd tombben ciklikusan oldjuk meg a mtveleteket.

Hdzi feladat: Irjuk meg ezt a valtozatot.

A verem megvalositasa hasonlo, itt a masodik eset is konnyen megvaldsithatd és nem
kell az ELEJE mutaté (mivel mindig 1).

1.4. Grafok

Cél: adatstruktura egy V' = {1,2,...n} csicshalmazt m éli graf tarolasara. (Ha a
grafunk nem ilyen moédon adott, akkor feltessziik, hogy létezik egy olyan jol szamolhato
bijektiv fliggvényiink, ami ilyen cstucshalmaziava szamozza at a graf cstcsait. Ezen kiviil
vagy jol szamolhat6 az inverze, vagy azt egy n hosszi tombben téaroljuk.)
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1. Szomszédsagi matrix: n x n-es A = {a; ;} matrixban taroljuk az éleket:

o[l haijer
W70 haij¢E

Ha a graf irdnyitatlan, akkor a matrix szimmetrikus lesz. Ekkor a {6atlo feletti részt
elég (lenne) téarolni.

Tdrhely: n? bit (kevés programnyelv tdmogatja a bit matrixot, rdadasul hasznalatuk
sokszor lassabb, ezért a gyakorlatban n? révid egészet (vagy char tipust) hasznalunk,
legalabbis ha belefér a memoriaba).

Miiveletek:

. Uj (csupa-0) mdtriz létrehozdsa: O(n?),

° 1] €TE: ez itt 1 lépésben megy,

) Adott u csiucsbol kimend élek felsoroldsa: for uv € E ...
Végigmegyiink a matrix u-adik sorén, ez O(n) lépés.

° A grdf egy élének behizdsa vagy torlése: a;j := 1 vagy a;; := 0.

Megjegyzés: Multigraf (olyan graf, amelyben lehetnek hurokélek is, és a csticsok kdzt tébb parhu-
zamos él is mehet) esetén:

- a;j =k, ha i-bél j-be k db parhuzamos &l megy
- a;; = 2k, ha az i-edik cstcson k darab hurokél van (igy az i-edik sor Gsszege tovabbra is a
csucs fokszama lesz).

Sulyozott egyszeri grdfok:
Két esetet kiillonboztetiink meg:

— A 0 stly nem megengedett: Ebben az esetben nincs probléma: a 0 érték azt jelenti,
hogy a két csiics kozt nem megy él, a nem nulla érték pedig a két cstucsot 0sszekotd
él sulyat jelenti.

— A 0 sily is megengedett: Ekkor tobb informaciéra van sziikségiink: ismerniink kell
példaul a legkisebb sulyt. (Ha példaul a sulyok nemnegativak, akkor —1 jelentheti
azt, hogy az adott csticsok kozt nem megy él.)

— Tobbféle ,suly” is tartozik egy élhez: tobb matrixot hasznalunk.

Megjegyzés: Ekkor persze a tar sily-tipusonként n2log U, ahol U a max suly.
Megjegyzés: Sulyozott multigrafokat igy nem tudunk tarolni.

2. Ellista: Egy L[1 : n] témbben taroljuk a csticsokbol kiindulo éleket felsorolo lancolt
listak listafejeit.



1
I N c N Ea R
[]
n S
LISTAFEJEK
Az i. csticsbol legalabb 3 él megy ki: pl. a 2-es,..., az 5-0s és a 8-as szamu csiicsba.

Tdrhely: n+m mutato (iranyitatlan esetben n+2m, mivel minden él kétszer szerepel)
és m (ill. 2m) szam.

Mdveletek:

° Ures struktira létrehozdsa: A listafej-tombot létrehozzuk és nil-ekkel toltjik fel:
O(n).

° ij €7E: Legrosszabb esetben végig kell menni a lancolt listan. Ez d(i) < n — 1
(egyszerd graf esetén, kiilonben d(i) > n is lehet) lépést jelent. (Iranyitott graf
esetén a felsé korlat az adott cstcsra a dy (i) kifok.)

° Adott i csicsbol kimend élek felsoroldsa: A lépésszam ebben az esetben is d(i) vagy
dyi (7).
. Uj €l beszurdsa (ij irdanyitott él beszurasa):

p:= L(i); L(i) := beszirt 4j (j,p) listaclem cime a memoridban.
(Erdemes mindig a lancolt lista elejére beszirni.) Lépésszam: O(1).

o  ij él torlése: Az i-edik és a j-edik listdban meg kell keresni, ez d(i) + d(j) lépés,
utana kitorolni mar konstans.

Megjegyzések.
o Az élfelsorolas (altalaban a leggyakrabban hasznalt) miivelet ideje kis fokszam esetén
sokkal jobb, mint a szomszédsagi matrixnal.
e Megforditott E graf generalasa: végigmegyiink az éleken és egy 0] éllistaba atmasoljuk

a forditottjukat, ez O(m) id6ben megoldhaté.
%

e Iranyitott grafbdl a megfelels iranyitatlan <C—}’ graf generalasa: végigmegylink az éle-
ken és egy 0 éllistaba atmasoljuk az éleket is és a forditottjukat is, ez O(m) id6ben
megoldhaté.

e Multi- és stlyozott grafok esetén: A lancolt listaban minden gond nélkiil tarolhaté.
Mivel egy listaelem adatrésze akarhany adatbdl allhat, még az se gond, ha az élekhez
tobb szam (kapacitas, saly és hossz) is tartozik.



e Iranyitatlan graf esetén, ill. iranyitottnal, ha a forditott élekre is sziiksége van az algo-
ritmusnak, akkor egy uv él szerepel az u cstics és a v csucs éllistajan is. Sokszor hasznos
minden listaelembe egy @) pointert felvenni, és az ilyen parokat egymasra linkelni. PI.
ha u listajan megtalaltuk az élet, és mondjuk a hosszat valtoztatni szeretnénk, akkor
persze a v listdjan a parjanak hosszat is valtoztatni kell.

Input formatumként még hasznélatos az 6mlesztett éllista: az elsé sor az n cstcsszamot
tartalmazza, utdna a graf élei tetszdéleges sorrendben vannak felsorolva, egy sorban egy él
kezdGcstcsa és végesicsa, utana esetleg az adott él sulya, hossza, koltsége.

3. Matrixban tarolt éllista (egyszert grafokra)

Egy n x D méreti matrixot hasznalunk. A maétrix i-edik soraban felsoroljuk az i-edik
cstcesbol kiindulo élek végpontjait. Ha k darab él megy ki, akkor a matrix i-edik soraban
a k + l-edik oszloptol a D-edik oszlopig nullak szerepelnek.

D

2[s[8Jo[o] .- [o

Az i. cstcsbol 3 €l megy ki: a 2-es, az 5-0s és a 8-as szamu csticsba.
Ha az élek sulyozottak, akkor a sulyokat egy mésik matrixban téaroljuk, pl. az 5 él
sulyat S(i,2) tartalmazza.

D megvalasztasa:

° Ha a fokszamokrol semmit nem tudunk: D := n.

. Ha A= maxfok (G) ismert, akkor D := A + 1 (azért érdemes A + 1l-et valasztani,
hogy minden sor 0-val végz6djon, igy az ¢. cstcsbol akkor nem indul ki t6bb él; ha
az i. soron lépkedve egy 0-hoz ériink).

Nyereség: Nem kell pointereket hasznalni.

Veszteség: A tarhely néhetett is. A tarhely mérete n x (maxfok+1), az nx atlagfok
helyett — és ez még a jobbik eset, amikor ismerjik A-t. Ha A-rél nem tudunk semmit,
akkor n? hely kell.

Miiveletek ideje: Az alapmiiveleteknél ugyanaz, mint az éllista esetén, s6t, egy kicsit
még gyorsabb is, mivel nem kell pointerekkel dolgoznunk. A beszurés és a torlés lehet
lassabb (ha a beszuras fontos, egy kiilon tombben tarolhatjuk az elsé 0 indexét).
Osszefoglalva: ez a megoldas a gyakorlatban egy jo megoldasnak tekinthets, ha vagy
ismeriink egy n-nél 1ényegesen kisebb felsé korlatot A-ra, vagy ha a tarfoglalas nem nagyon
érdekel minket (hiszen az egy csicsbol kiindulo éleket itt is fel tudjuk sorolni fokszam
idgben).
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Nem regularis grafokra, ha az algoritmus soran nem véltoznak, jobban megéri az alabbi
valtozat: a matrix sorai végérdl vagjuk le a 0-kat, majd a sorokat fiizziik egymas utan egy
T témbbe. Kozben egy K|[1 : n] tombbe felirjuk, hogy melyik csucs éllistaja hol kezdddik,
azaz K(1) =1, K(2) =d(1)+1, K(3) =d(1)+d(2)+1,.... Aforuv € E... ciklus
ekkor igy néz ki: for i = K(u).K(u+ 1) —1 v := T(i);.... A téarhely pl. iranyitott
grafok esetén m + n-re csokkent.

A feladattol fiiggGen sokszor megéri, ha az akarmilyen formatumban (pl. szomszédsagi
méatrixban) kapott grafot az algoritmus elején ilyenné alakitjuk. Féleg, ha a grafnak
lényegesen kevesebb, mint (g) éle van, és rdadésul egy-egy csucs éllistajan az algoritmus
soran sokszor kell végigmenni.

Speciilis esetek
Péros grafok tarolasa szomszédsagi matrix-szal: elég %2 hely (az alsé halmaznak megfelels

sorok és a fels6nek megfelel oszlopok).
Fék tarolasa:

— Ellista

— Priifer kod: Egy n csucsa graf esetén n — 2 darab szam (melyek 1 és n koézottiek).
Ez a tarolas nagyon alkalmas véletlen fak generéalasara (ami egyébként nem egyszert
feladat).

— Pointerekkel (gyokeres faknal alkalmazzuk, ahol a felfelé mend élet meg akarjuk
kiilénboztetni a tobbitdl; lasd késébb). Ha a gyerekek szaméara nincs jo felsd korlat,
akkor a cstucsban az els6 gyerekre mutat csak pointer, és a gyerekek egy lancolt
listaban vannak.

— Kupacoknal (teljesen kiegyenstlyozott fak): tombben.
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2. Grafok bejarasa: szélességi keresés

Szélességi keresés esetén egy adott pillanatban minden egyes cstcs 3 féle allapotban lehet:

a) Az algoritmus soran eddig még nem latott

b) Latott, de még nem atvizsgalt

c) Latott és atvizsgalt

Egy u csiics atvizsgéalasa azt jelenti, hogy végigmegyiink a belSle kimend éleken, és ha
a) tipusu cstcsot talalunk, azt atsoroljuk b) tipusava; végiil u-t magat pedig c) tipusava.

A szélességi keresésnél a b) allapotu csicsok koziil a legrégebbit vizsgaljuk at.

Egy L bit-témbot (L(7) = 1 < ha i-t mar lattuk az algoritmus soran) és egy S sort
(ez tartalmazza a b) allapotu csticsokat) hasznalunk.

Az algoritmus:
INIT:
Ujsor (S, n); Ujtémb (L, n)
fori:=1...n L(i):=0
L(1):=1; S<1 [/« ldtott, de nem dtvizsgdlt

while S # ()
u <+ S
for uwv e £
if L(v) =0then L(v) :=1; S+« v
Ez az algoritmus magaban nem ad outputot, csak végiglatogatja a graf 1-es csticsabol
elérhets csticsait.

Lépésszam: Egy cstcsot maximum egyszer rakunk be a sorba, igy maximum n-szer
tudunk kivenni elemet a sorbél. Amennyiben szomszédsagi matrixban taroljuk a grafot,
akkor a lépésszam O(n?).

1. Tétel. Nincs olyan algoritmus, amely tetszdleges, szomszédsdgi mdtrizszal adott grdafrol
kevesebb, mint (Z) 1ddben eldonti, hogy dsszefiiggd-e, tehdt a szélesséqi keresés lényegében
optimalis lépésszamii szomszédsagi matrixz esetén.

Ezt itt nem bizonyitjuk, ellenség-stratégia modszerrel nem tilsagosan nehéz.

Ellistas tarolas esetén a for ciklus d(u)-szor fut le. A futasi id6t ekkor nem érdemes
n x max d(u)-val becsiilni, hanem Y (1 + d(u)) = n + 2m-mel becsiiljiik. Igy a futasi id6
O(n + m) lesz, ami izolalt csiucsot nem tartalmazo graf esetén O(m).

2. Tétel. Ennél lényegesen gyorsabban éllistds tdroldsndl sem wvaldsithato meg a grdfbe-
jdrds feladata.

Bizonyitas: azt allitjuk, hogy kell legalabb | E|/2 input olvasas.

Minden élszamra tudunk olyan grafot konstrualni, hogy ennél kevesebb olvaséassal
ne legyen eldonthets a graf osszefliggésége. Legyen Gy és (9 két egyforma, tetszéleges
Osszefiiggs graf, az inputnak a két komponense. Ha nem olvassuk végig legalabb az
egyiknek az Gsszes élét, akkor GGy és G5 egy-egy nem végigvizsgalt csticsa kozé berakhatunk
egy 1j élet (az éllistaik végére), ezt az algoritmus nem veszi észre.
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Az alabbiakban megnéziink néhany fontos feladatot, amelyeket a szélességi keresés
segitségével konnyen megoldhatunk.

2.1. Osszefiiggs-e a graf?

Ha minden 1 <i < n-re L(i) = 1, akkor a graf 6sszefiiggd, kiilonben nem.

2.2. Grafok komponenseinek meghatarozasa

A graf egy adott komponense egy ekvivalencia osztély, ezt ugy taroljuk, hogy tetszdlege-
sen elnevezziik a komponenseket, és egy csiicsra az 6t tartalmazé komponens sorszamat
taroljuk (két csics akkor van ugyanabban a komponensben, ha ez a szam ugyanaz). Nyil-
vanvald megoldas: elGszor az L tombben 1-es értéket adunk minden latott csicsnak, majd
amikor a sor kitiriil, akkor keresiink egy olyan w cstcsot, melyre L(w) = 0, és egy innen
inditott tijabb kereséssel megkeressiik a 2. komponens csiicsait, ezekre L értékét 2-re al-
litjuk, majd igy tovabb.

Vegyiik észre, hogy akar c - n? id6t is elhasznalhatunk kizarolag a 0-k keresésére:
Példaul, ha a G graf nem tartalmaz éleket, akkor az els6 komponens utan 2 1épés az elsé
0 megtalalasa, a méasodik utan 3, és igy tovabb, az utols6 0 megtalalasa n lépés.

Hasznos észrevétel: A cstcsok ,Jlatottsaga” csak egy irdnyba valtozik. Ha az elsd
bejarasnal az i-edik csticsnal taladltunk 0-t, legkdzelebb elég az ¢ 4+ 1-edik elemtdl kezdeni
a kovetkezd nullés keresését.

Az algoritmus:
INIT:
Ujsor (S, n); Ujtémb (L, n)
fori=1.n L(i):=0
k:=0
for:=1..n
if L(i) = 0 then k++; L(i) := k; S i
while S # ()
u <+ S
for wvw e £
if L(v) =0 then L(v) :==k; S+ v

Lépésszam (¢éllistas tarolasnal): O(n +m).

2.3. Legrovidebb utak

Feljegyezziik, hogy az egyes cstucsokat mely cstucsbol lattuk meg (a v csicsot a p(v) nevii
s20ldbdl), és minden csicshoz hozzarendeliink egy SZ(v) szintet.

Az algoritmus:
INIT:
Ujsor (S, n); Ujtémb (L, n); Ujtomb (p,n); Ujtémb (SZ, n)
for:=1..n
L(i) :=0; p(i) :=1;, SZ(i) :=0
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k=0

fori=1..n

if L(i) =0 then k++; L(i) :=k; S i
while S # ()
u<S
for ww e £
if L(v) =0 then L(v) :=k; S < v; p(v) :=u
SZ(v):=SZ(u)+1

1. Allitas. Szélességi keresés esetén

1. Bdrmelyik idépontban az S sorban balrdl jobbra a szintszam monoton nd

2. Hax,y €S, akkor |SZ(x) — SZ(y)| <1

Bizonyitas: Idére vonatkozo indukcioval.

Amikor egy elem van a sorban, trividlisan teljesiilnek.

Amikor 0j elemet rakunk be, elromlanak-e a tulajdonsagok? Tegyiik fel, hogy v
berakasakor valamelyik elromlik, legyen v sziil6je u, tehat SZ(u) = SZ(v) — 1.
Vegyiik észre, hogy a sor minden = elemére, ha SZ(z) # SZ(v), akkor x mar a
sorban volt u kivétele el6tt is.

. tulajdonsag:

Ekkor x a v betétele el6tt is benne volt a sorban, ami ellentmond annak, hogy
kivétele elGtt teljesiilt a 2. tulajdonsag.

. tulajdonsag:

Ekkor is x a v betétele el6tt is benne volt a sorban, ami ellentmond annak, hogy
kivétele el6tt teljesiilt az 1. tulajdonsag.

3. Tétel. Szélességi keresésnél (Gsszefiiggd irdnyitatlan grdf esetén)

1. A grdf élei nem ugorhatnak dt szintet, vagyis, ha uwv € E, akkor |SZ(u)—SZ(v)| <1

2. Minden x csucsra SZ(x) az 1 csucsbdl az x-be vezetd legrévidebb it hossza.
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3.

4.

Az eqyik legrovidebb ut: (1,...,p(p(z)),p(z),x)

Minden csicsot bejarunk az algoritmus sordn, vagyis jo az algoritmus.

Bizonyitas: (El6z6 tétel alapjan)

1.

2. és 3.

e

®

Nem lehet uwv tipusi (lasd az abréan) él a grafban, mivel amikor u-t kivettiik a sorbol,
v még nem lehetett benne a sorban, igy u atvizsgalasa soran be kellett keriilnie eggyel
nagyobb szintszammal.

A 3. allitasban felirt (jobbrol balra generalt) csicssorozat valoban egy ut lesz, és az
1. allitas miatt egy legrévidebb 1t is, mivel a graf élei nem tudnak szintet ugrani.
A hossza nyilvan SZ(x).

. Jelolje d(1,z) egy z csucs tavolsagat az 1-t6l. Indirekten tegyiik fel, hogy létezik

olyan csucs, ami 1-bdl elérhets, és ahol nem jartunk. Legyen x* az ilyenek koziil
egy olyan, amelyre d(1,z*) minimélis.

d(1,x

Jelolje az 1-bdl z*-ba vezets d(1, z*) hosszu 1t utolso elétti csucsat y, ekkor y koze-
lebb van 1-hez, igy x* valasztasa szerint y-ban jartunk, ezért valamikor y szerepelt
a sorban. Amikor megvizsgaltuk a szomszédait, akkor x*-ot is megtaléltuk volna.
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2. Allitas. {(p(u),u)|p(u) # u} C E(G) egy feszitdfa lesz. Ha a grdf irdnyitott, akkor a

gyokértal elfelé irdnyitott fakat (fenydket) kapunk.

Bizonyitas: Ez n—1 darab él, ha nem feszitéfa lenne, akkor lenne benne kor, ez azonban
nem lehet, mert a kor csticsai koziil a sorba leghamarabb berakottnak a sziil6je nem lehet
egy késébb berakott.

2.4. Kétszinezhetsség

Tudjuk (de most tdjra be is bizonyitjuk), hogy egy graf akkor és csak akkor nem kétszi-
nezhetd, ha van benne paratlan kor. Szinezziik a graf cstcsait az alabbi médon: Legyen
piros, ha SZ értéke paros és kék, ha SZ paratlan.

Mikor nem jo ez a szinezés? Felhasznaljuk, hogy a graf élei nem ugorhatnak at szintet.
Probléma csak az egy szinten beliil mend élekkel lehet. Legyen egy ilyen szinten beliili él
u és v kozott.

\ /)

N

Az algoritmust egészitsiik ki az else if SZ(u) = SZ(v) then PTLANKOR (u,v)
sorral.

PTLANKOR (u,v): megkeressiik u és v legkozelebbi kozos 6sét. Az igy meghataro-
zott kor valoban paratlan, igy a graf nem kétszinezhetd.

A kér kiiratasa: Felvaltva a sziilére lépkedve keressiik meg az x legkdzelebbi kozos Gst,
és kozben rakjuk v, p(v),...,p(...(p(v))...),...z-et egy verembe,
w,p(u),...,p(...(p(w))...),...z-et pedig egy sorba. Ha kiiiritjiik a vermet, majd a sort,
akkor az adott kor csicsait soroljuk fel, a sor utolso elemét mar nem fratjuk ki.

2.5. Iranyitott grafok

Minden csticsot elériink, amibe van 1-bél iranyitott ut. Ekkor is a legrovidebb ilyet talaljuk
meg. Ebben az esetben a graf élei visszafelé mar atugorhatnak szintet, lefelé ugyanugy
nem.

[ranyitott grafok esetén kétféle Osszefliggdséget is definialhatunk:

° Gyenge dsszefiiggdség: Ha eltekintiink az iranyitastol, akkor Osszefiiggs-e a graf (az-
az, ha példaul a grafok élei kozlekedési utakat jelolnek, eljuthatunk-e mindenhonnan
mindenhové egy biciklin)?

_>
%
Ekkor lényegében az a kérdés, hogy GG Osszefiiggs-e.
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Erds dsszefiiggoség: Barmely x,y € V esetén létezik-e x-bsl y-ba mend irdanyitott
ut?
Trivialis megoldas: n darab szélességi keresés (minden cstucsbol inditunk egyet).

Jobb megoldéas: Csinalunk egy szélességi keresést az eredeti grafban, 8—11 1-bél,
majd még egy szélességi keresést a forditott G grafban szintén 1-bsl. Igy Gsszes-
ségében 2 szélességi keresés elegendd az erGs Osszefiigglség eldontéséhez, mivel G
erGsen Osszefiiggd akkor és csak akkor, ha mindkét keresésben minden cstcs latotta
valik.

17



3. (Binaris) Kupac

Egy fa kupacrendezett, ha igazak ré a kovetkezs tulajdonsagok:

Gydkeres fa, melynek cstucsaiban rekordok helyezkednek el.

Minden rekordnak van egy kitiintetett mezGje, a K KULCS.

Barmely v-re, ha létezik a p(v) sziils, akkor K (rek(p(v))) < K(rek(v)) (ezt ezentul
K (v)-vel jeloljiik), azaz v leszarmazottaira igaz, hogy az ott taldlhat6 kulcsok mini-
muma van v-ben. (Egy csicsot mindig sajat maga leszarmazottjanak tekintiink.)

Kupac: (egyszertd kupac, binaris kupac)

Kupacrendezett binaris fa (egy cstics gyermekeinek szama 0, 1 vagy 2)

A levelek vagy egy, vagy két szomszédos szinten vannak, ez utdbbi esetben igaz,
hogy a felss tele van, az alson pedig balra vannak rendezve a levelek. (Tehat a
binaris faban a szinteket mindig balrél jobbra haladva toltjiik fel.)

Tarolds: a kulcsokat egy A tombben taroljuk:

A(1) a gyokér kulcsa.

Az i. csucs bal fidanak kulcsa A(2i)-ben lesz, jobb fiaé pedig A(2i + 1)-ben.

Az i. cstcs sziil6jének kulesa A([i/2]).

Ezenkiviil még tarolunk egy VEGE pointert (szamot), mely megadja, hogy pilla-
natnyilag hany elem van a kupacban.

Megjegyzés: |gazabdl legtdbbszér 3 témbre van sziikségiink. Az A-ban taroljuk a cstcsok kulcsait,
a B témbben vagy az i-edik cstcsban tarolt objektum nevét, vagy a megfelel6 rekordra mutaté
pointert, és C(j) pedig a j nevii cstcs (ill. rekord) indexe az A-ban és B-ben. Altalaban csak az A
tombbel valé operaciét adjuk meg, a tobbi kitalalhat6. De példaként a FELBILLEGTET eljarasban
megadjuk ezeket is. Persze ha a nevek nem 1 és n kozdtti szamok, akkor a C' tdmb helyett egy
szétarra van sziikségiink, lasd késébb.

Példa:

A: | 2[4]5]6]7]8] 9]12]10[15]
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Mdwveletek:

Ujkupac(A,n): egy 1j, iires kupacot hoz létre (n az egy idében a kupacban szereplé
elemek maximalis szama).

Beszir(A, ij): egy 0j elemet sztar be a kupacba.

Mintérlés(A): a miniméalis kulcst elemet kiveszi a kupachdl és visszaadja.

Kules-csokk(A, elem, A): a kupacban 1évs elem kuleséat csokkenti A-val. (Csak A >0
esetén kell miikddnie). Az elem-et gy hatarozzuk meg, hogy ramutatunk egy pointerrel
(nem tudjuk megkeresni, mivel a kupacban nem tudunk hatékonyan keresni), azaz a
C'(elem)-edik kupacelem kulesat csokkentjiik.

Mveletek megualdsitdsa:

Ujkupac(A,n):
Ujtémb(A, n); VEGE:= 0

Beszur(A, j):

Otlet: nyilvan az A tomb els6 iires helyére kell beraknunk az 4j elemet, ez megha-
tarozza, hogy a faban hova keriil az 4j levél. A kupactulajdonsag csak egy él mentén
romolhatott el (az 0j levél és a sziilGje kozottin). Ezen él mentén javitjuk a kupactulaj-
donségot, ekkor felette egy masik él mentén romolhat el, igy ismételjiik, amig mindenhol
helyre nem all (lehet, hogy egészen a gyokeérig el kell menniink).

Beszir(A, ij):
VEGE++
A(VEGE) :=K (1j)
B(VEGE) :=tj; C(1j) :=VEGE
FELBILLEGTET(A,VEGE)

FELBILLEGTET(A,i):
AA = A(i); BB := B(i)
while i > 1 && A(|i/2]) > AA
(i) == A([4/2])
(1) == B([1/2])
(B(1)) =i

Lépésszam: A fa mélysége |logn|, amibdl kovetkezik, hogy a FELBILLEGTET lépés-
szama O(logn).

3. Allitas. Besxirds utdn o kupactulajdonsdg helyredll.
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Bizonyitas: Ugy tekintjiik, hogy mindig 7 és sziilgje tartalmat felcseréljiik egy-egy lépés-
ben. Allitas: mindig csak i és a sziil6je kozti él mentén lehet baj a kupactulajdonsaggal.
Ez kezdetben igaz. Ha i gyokér, vagy sziilGjének kulcsa kisebb-egyenld, akkor itt sincs baj,
tehat kész vagyunk. Kiilonben csere utan ezen él mentén a kupactulajdonsag helyreall,
és mivel a sziilében 1év6 kules csokken, a masik gyereke felé mend él sem romlik el, tehat
csak az 1j 7 és sziilGje kozotti élen lehet baj.

Mintorlés(A): Kicseréljiik a gyokeret és az utolsod elemet, majd tordljik az utolso
elemet. Itt két élen is elromolhatott a kupactulajdonsdg. Ha cserélni kell, akkor a két
gyerek kozil mindig a kisebb kulcstival cseréliink.

Mintorlés (A):
csere (A(1), A(VEGE)); VEGE——
LEBILLEGTET (4, 1)
return(A(VEGE+1))

LEBILLEGTET(A,i):
AA:=A(G); j:=2i+1 /% j a jobb gyerek
while j < VEGE
if A(j —1) < A(j) then j——  /x dtdllitjuk j-t a bal gyerekre
if A(j) < AA then A(i) := A(j); i:=j; j:=2i+1
else j :=VEGE+2 / kilépiink, készen vagyunk

Jj—— /% még kezelniink kell azt az esetet, ha i-nek csak bal gyereke van
if j <VEGE && A(j) < AA then A(i) := A(j); i :=j
A(i) == AA

4. Allitas. Mintorlés utdin a kupactulajdonsdg helyredll.

Bizonyitas: Ugy tekintjiik, hogy mindig i és kisebbik kulcst gyereke tartalmat felcserél-
jiik egy-egy lépésben. Allitas: mindig csak az aktuélis i és a gyerekei kozti élek mentén
lehet baj a kupactulajdonsaggal. Ez kezdetben igaz. Ha i-nek nincs gyereke, vagy mind-
két gyerekének kulcsa nagyobb-egyenld, akkor itt sincs baj, tehéat kész vagyunk. Kiilonben
csere utan ezen élek mentén a kupactulajdonsag helyredll, és csak az j i és gyerekei kozott
romolhat el.

Lépésszam: O(logn)
Kulcs-csokk(A, elem, A):
i:= C(elem)
Ai) = A@) — A
FELBILLEGTET(A, 1)

Lépésszam: O(logn)

Megjegyzés: A LEBILLEGTET és FELBILLEGTET ,belsé” miiveletek. Ez azt jelenti, hogy kiviilrél
nem hivjuk meg ezeket, a kupacmiiveletek hasznaljak csak Gket.

20



Alkalmazasok:

Rendezés: iires kupacba sorban Beszurjuk az elemeket, majd sorban Mintorliink, ez
O(n - logn) lépés. Az alabbi, linearis idejii Kupacépités segitségével kicsit jobb lesz. Exzt
féleg olyan esetekben érdemes hasznalni, amikor a feladat példaul az els6 k legkisebb elem
kifratasa (nagysag szerinti sorrendben), ekkor a futési id6 O(n + k - logn) lesz.

KUPACEPITES (nem alapmiivelet): n darab elem kupacba szervezése.

Tetsz6legesen feltoltjik a témbot, majd alulrdl felfelé rakjuk rendbe a kupacot. A
levelek j6 egyelemi kupacok. Az egy magassagu részfak egy lebillentéssel kupacrende-
zetté alakithatoak. Altalaban, ha v gyerekeinek részfai mar kupacrendezettek, akkor v
LEBILLEGTETésével v részfaja is azza valik.

Az algoritmus:
az adatok betoltése tetszGlegesen az A tombbe.
for i = [n/2]..1 (1)
LEBILLEGTET(A, )

Lépésszam: (6sszes lebillentések szama)=

2042 142-24--+1-[logn]<n-(A+2+34..))

a:=(3+ 343 +...), konnyen lathatoan ez a sor abszolut konvergens (majorélja a
> (3)" mértani sor), ezért az a szam létezik. Ekkor a — % = (1 + 243+ )-G+32+
2+, )=(G+g++...)=3=a=1
Azaz legfeljebb n darab lebillentés kell, igy O(n) elemi lépés lesz a lépésszam.

Kovetkezmény: Ha n elembdl a k darab legkisebbet keressiik rendezve, akkor ennek a

lépésszama O(n + k - logn) lesz.
Tovabbi alkalmazasok talalhatok a kovetkezs fejezetekben.
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4. Minimalis koltségi feszitéfa, legrovidebb ut keresése

Adott: G = (V, E) osszefliggs, iranyitatlan graf ¢ : E — R élkoltségekkel.
Feladat: Olyan feszit6fat keresiink, melyre ¢(T') = ) ., c¢(e) minimalis.

4.1. Kruskal algoritmusa

I. FAZIS: rendezziik az éleket kéltség szerint: c(ey) < cles) < c(es) < --- < c(ey). Ez
O(m -logn?) = O(m -logn) id6ben megy, ahol m = |E| és n = |V|.

I1. FAZIS: nyilvantartjuk a komponenseket: K = {{v1},{v2},..., {va}}

T:=0
fori=1..m
if not e; két vége egy komponenshen
then T :=T + ¢; ; két komponens unioja.

Megjegyzés: persze ha azt is figyeljiik, hogy T-ben mikor lesz n — 1 él, akkor mar meg is allhatunk.

Naiv megoldéas a komponensek nyilvantartasara: minden él megépitésekor (T-be valo
bevételekor) lefuttatunk egy szélességi keresést (komponensekre bontast) a T' grafon. Ez
osszesen O(n?) lépés. Ezen majd javitani szeretnénk.

4. Tétel. Ez az algoritmus valoban minimdlis koltségu feszitdfdt ad.

Bizonyitas:

el ez e3 )

+/- jeleket teszlink aszerint, hogy az adott él benne van-e T-ben (T az algoritmus éaltal
adott fa).

Legyen T™ olyan optimaélis fa, melyre a 4+ /— sorozat a lehets leghosszabban megegyezik
T-ével. Legyen az els6 kiilonbség az i. oszlopban.

1. eset (—/+):
€
T ... 4

Ez nem lehetséges, mivel ha a T-be az algoritmus soran nem vettiik be az e; élet, akkor
e; két végpontja Ossze van kotve kisebb sorszamt élekkel, azonban: j < i-re e; € T', tehat
e;j € T™. Ekkor e; mar a T™ eddigi éleivel is kort alkot, ez pedig ellentmondas.
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2. eset (+/-):

Mi lesz T* +e;?7 Mivel T* feszitéfa, ebben lesz pontosan egy C' kor. Legyen e; a maximalis
index( éle a C-nek.

5. Allitas. j > i.

Bizonyitas: kiilonben T-ben is ott lenne a C' kor, hiszen T az i-nél kisebb indext éleken
megegyezik T™-gal.

Kivetkezmeény: c(ej) > c(e;)

T*+e;—e; feszit6fa lesz (hiszen az egyetlen korbdl hagyunk el egy élt). ¢(T*+e;—e;) <
c(T*) = OPT. Tehat T* + e; — e; is optimalis megoldés, de ez ellentmondés, mert ez méar
az i. oszlopban is megegyezik T-vel.

Kovetkezmények:

1. Ha G-ben barmely két él koltsége kiilonbozik, akkor egyértelmi az optimalis feszi-
tota.

2. Ha az Osszes lehetséges jo (koltség szerint monoton nové) él-rendezést vessziik, majd
ezekre lefuttatjuk az algoritmust, akkor megkapjuk az Gsszes optimélis (minimalis
koltségii) feszitstat.

Bizonyitas: T*-hoz a sorrend megvalasztéasa:

Az azonos koltségiieket tgy rakjuk sorba, hogy a T™-ban szerepld élek legyenek eldl.
Az el6z6 bizonyitast végiggondolva konnyt latni, hogy ekkor az algoritmus éppen T*-ot
adja.

A II. FAZIS megvalositasa: DISZJUNKT-UNIO és HOLVAN miiveletekkel.

HOLVAN (z):= az z-et tartalmazé halmaz neve (ez egyértelmi, mivel a halmazok
diszjunktak).

D-UNIO(Hy, Hy): H := H, U H,, azaz lecseréljiik Hy-et és Ho-t egy tj, H nevii
halmazra (4ltalaban nem keresiink 1j nevet, az 0j halmazt H;-nek vagy Hy-nek fogjuk
hivni).

A II. FAZIS soran legfeljebb 2m darab HOLVAN és pontosan n — 1 darab D-UNIO
miiveletet hajtunk végre (mivel egy fat épitiink).
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4.2. DISZJUNKT-UNIO-HOLVAN adatstruktirak

3 megualdsitast fogunk vizsgdlni:
A) megoldas: Egy A tombbel. A(7) tartalmazza az i. cstcsot tartalmazo halmaz nevét.

1 n
AL [ B [ W] |

INIT: for 7 :=1..n
A(l) =1
Lépésszam: O(n).

HOLVAN(i): return(A(7))
Lépésszam: O(1).

D-UNIO(H,, H,):
fori:=1..n
if A(l) = H2 then A(l) = Hl
Lépésszam: O(n)

A T1. FAZIS 6sszlépésszama: O(m + n?) = O(n?).

Megjegyzés: Siiri grafokra ez a j6 megoldas.

Kitérd: Amikor algoritmusok lépésszamét akarjuk megbecsiilni, a konstans szorzot
nem tekintjiik lényegesnek. 1 Lépés-nek (ejtsd ,nagy lépés”) konstans sok elemi lépést
fogunk nevezni a tovabbiakban. S6t, ha sziikség lesz ré, ezt a konstanst novelni is fogjuk
az elemzés soran (ez sosem okoz problémat, mert a nagyobb konstansba ,beleférnek” a
novelés el6tti elemzés kisebb konstansai is).

B) megoldas: témbokkel és lancolassal okosabban, most 4 tombot hasznalunk:

A(7) az i csucsot/elemet tartalmazo halmaz neve

L(i) : a halmaz kévetkezd elemére mutatéd pointereket taroljuk, azaz az i elemet
tartalmaz6 halmaz kévetkezd elemének indexe A-ban, ill. 0, ha ez az utolso elem

K(j) a j. halmaz els6 eleme

M (j) a j. halmaz mérete

Ha H; a kisebbik halmaz, akkor a Hy elemeinél irjuk at az A tomb megfelels értékeét,
és a Hy végére flizziik a Hq-et, hogy annak elemein ne kelljen végigmenni.

L[ e | of Jof |

ERRVARN

kovetkezd elem a halmazban nincs tébb elem a halmazban

24



INIT:
for i:=1..n
A(i) :==1; L(i) :=0; K(2):=14; M(i) =1

HOLVAN(i): return(A(i))

D—UNIO(Hl,Hg)i
if M(H,) < M(H,) then csere (H,, H>)
/x felcseréljiik a halmazok neveit = Hy lesz a nagyobb méretd
M(H):= M(H,)+M(H>)
i:= K(H,)
while L(i) # 0
A(1) := Hy; i := L(7)
A(Z) = H1
L(i) == K(H)
K(H) = K(Hy)

Elemzés: most nem 1 darab D-UNIO mtivelet 1épésszaméat vizsgaljuk, hanem azt, hogy
az algoritmus az n — 1 darab D-UNIO miivelet soran sszesen hany lépést tesz.

Az elemzés modszere a striguldzds lesz: egy tablazatot készitiink elére, és az algorit-
mus minden egyes Lépésénél hizunk egy strigulat a tablazat megfelel§ helyére. A végén
osszeszamoljuk, hogy 6sszesen hany strigulat htiztunk és ez lesz az algoritmus Lépésszama.

A Lépés konstansat ugy allitjuk be, hogy egy D-UNIO annyi Lépés legyen, mint a
kisebbik halmaz mérete. Igy egy mtvelet min(|H,|,|H,|) Lépés lesz. (Egy konkrét D-
UNIO miivelet esetén ennek a lépésszama picit rosszabb — a konstans nagyobb — is lehet,
mint az el6z6 megvalositasban.)

Strigulézas:

1. D-UNIO 1 1 1
2. D-UNIO 1 1 1 1 1
3. D-UNIO 1 1 1 1 1

A j. D-UNIO mitiveletnél a j. sorban i ala hiizunk egy strigulat, ha A(i) tartalma meg-
valtozott. Igy pont min(|H,|, |Ha|) strigulat huzunk be a D-UNIO(H;, Hy) miiveletnél.

6. Allitas. Minden i-re i ald legfeljebb logn striguldt hizunk.

Bizonyitas: Minden csiics elGszor egy egyelemtd halmazban volt, ezutdn minden stri-
gula behuzasakor egy legalabb kétszer akkora méretiibe kertil (hiszen a kisebbik halmaz
elemeinél huzunk strigulat). Igy logn strigula utan egy n elemiibe keriil, tehéat készen
vagyunk.

Igy n — 1 darab D-UNIO lépésszama O(n - logn) lesz.
Ezért a I1. FAZIS lépésszama O(m+n-logn), ez mar egyértelmt javitas, és m > n-logn
esetén optimalis is.

Okok, amiért a II. FAZIS gyorsitasan érdemes dolgozni (annak ellenére, hogy az I.
FAZIS teljes altalanossagban nem gyorsithato):
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. Sokszor az ¢élek koltségei kis egész szamok, igy O(m) idében rendezhetéek (leszam-
1416 rendezéssel).

° Sok mas alkalmazasban is hasznaljak a HOLVAN és D-UNIO miiveleteket.

° Elsfordul, hogy eleve rendezve kapjuk az éleket, igy nincs is sziikség az 1. FAZIS-ra.

° Nem biztos, hogy a II. fazisban végig kell menni az Gsszes elemen, ha ,szerencsénk
van”, a legkisebb n — 1 élet elég ismerni, tehat rendezés helyett a kupac (a linearis
idejii kupacépitéssel) segithet.

° A rendezési algoritmus minden kényvtarban jol meg van irva, gyakorlatban gyorsan
fut.

C) megoldas: a D-UNIO miiveletet akarjuk 1 Lépésben megvalositani, a HOLVAN
miivelet lesz lassabb. Altalaban ennek az ellenkezdjét fogjuk csinalni, a gyakoribb mii-
veletet gyorsitjuk, a ritkabbat lassitjuk. Itt kivételesen azért érdemes forditva, mert a
gyakori HOLVAN miiveleten csak picit lassitunk, viszont a D-UNIO sokat gyorsul, és
most elsésorban m < nlogn esetén akarunk gyorsitani.

Az étlet: A halmazokat gyokeres fakként abrazoljuk (mindenkinek csak sziilpointerét
taroljuk), a gyokérre rairjuk a halmaz nevét.

HOLVAN (z) : 2-bél indulva mindig a sziilére 1épiink, mig a gy6kérbe nem ériink, ott
kiolvassuk a halmaz nevét. Az eddigi lustasdgunk (uniok egy lépésben) miatt ez nagyon
sok lépés is lehet. Ilyenkor viszont inkdbb még egyszer annyit dolgozva kicsit javitunk a
fa alakjan, hogy a jovébeni HOLVAN kérdéseknél mar jobb legyen a helyzet.

D-UNIO: r rang segitségével. A rang lényegében a fa magassaga lesz, pontosabban
egy felss becslés a fa magassagara. Igazabol a rangokat nem csak a fakhoz (gyokerekhez),
hanem minden egyes csiicshoz hozzarendeljiik, egy v csticsnal a v magassagara ad fels
becslést. Nem gyokér csiicsok esetén az algoritmushoz nem hasznaljuk, csak az elemzés-
hez, tehat ilyeneknél tarolni sem kell. A rangokat kezdetben csupa nullara inicializaljuk.
Mindig a kisebb rangt halmazt kotjiik at a nagyobba:

Ha T(Hl) < T(HQ)
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Ha r(H;) > r(Hs)

N

Ebben a két esetben nem né a rang.

Ha r(H;) = r(Hs)

ésr(Hy)++ (A Hp rangjat megnoveljiik. Ez az egyetlen lehetGség, ahol r valtozik.)

Emlékeztetd: Egy v csiics mélysége: a gyokérbdl a v-be vezetd ut hossza. Egy v csics
magassdga: ha ¢ a v alatt a legtavolabbi levél, akkor a v-bél ¢-be vezets ut hossza. A fa
magassaga:=gyokér magassiga= max, v mélysége=:a fa mélysége.

HOLVAN javitisa. Otlet: ha mar sokat kell dolgoznunk, akkor dolgozhatunk egy
kicsivel tobbet, ha ezzel a tovabbiakban id6t sporolunk. (A tébbletmunka soran kicsit
shelyrepofozzuk” az adatstrukturat.) Ez a modszer a lustasag kompenzélasara szamtalan
adatstrukturanal be fog még valni!

Utroviditeés:

Még egyszer végigmegyiink a faban az x-t6l a gyokérig vezets tton, és minden sziilg
pointert a gyokérre allitunk (kivéve a gyokérét).
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Utfelezés:

X

Az x-t6l a gyokérig vezetd titon minden csics sziilé pointerét atallitjuk a nagysziilGjére
(kivéve a gyokérét és a kozvetleniil alatta 1évéét). Ehhez nem kell még egyszer végigmenni
az uton, egyszertien egy lépéssel tovabb megjegyezziik a sziil6 pointereket. Ez a modszer
akar praktikusan picit gyorsabb is lehet mint az utrovidités, mivel itt elég egyszer végig-
menni a faban a keresGuton. Utrévidités esetén pedig tjabb ciklust kell kezdeniink, amely
megkezdése (el6készitése) id6t igényel. Természetesen az utrévidités és az utfelezés soran
semelyik csiics rangja nem valtozik.

Az utrovidités és az tutfelezés elemzése

A Kruskal algoritmus n — 1 darab D-UNIO és m’ < 2m darab HOLVAN miiveletet
végez. Azt akarjuk elemezni, hogy 6sszesen hany lépésben valosithatjuk ezt meg. Most a
D-UNIO O(1) lépés, igy a HOLVAN miiveletek idejét kell elemezniink.

7. Allitas. Adott v-re r(v) az elején 0 és monoton né. Ha v nem gyékér egy adott pilla-
natban, akkor sose lesz az, és az r(v) mdr soha tobbé nem vdltozik.

8. Allitas. 7(v) < r(p(v)) (ha v nem gyokér).

Bizonyitas: D-UNIO miivelet: Ha a kisebb rangut kotottitk be a nagyobb ala, akkor
teljesiil az allitas. Egyenls rangtaknél szintén teljesiil az allitas, mivel ekkor az 0j gyokér
rangjat noveljiik.

HOLVAN: Ha atkotjiik, akkor nagyobb rangiba kotjiik, mivel atkotés elGtt teljesiilt
ez a tulajdonsag; ezért nem romolhat el.

9. Allitas. = gydkertd faban van legaldbb 27 darab elem, ezért Yv : r(v) < |logn].

Bizonyitas: 1 pontu fara teljesiil az allités.

D-UNIO miiveletnél: kiilénb6zé rangtiak esetén nyilvan teljesiil. Egyenls rangtinal: mind-
két faban legalabb 2"@~! darab elem van, ahol r(x) az Uni6 utni rang, a bekdtés utan
legalabb 2 - 27@)~1 = 27(*) elem lesz a faban. A HOLVAN miivelet nem véltoztatja meg
ezt a tulajdonsagot.
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10. Allitas.
ol rw) =k} < 5.

Bizonyitas: A, := {w | w a v leszarmazottja volt, amikor r(v) = k lett}.

Belatjuk, hogy ha r(z) = k és r(y) = k és x # y, akkor A, N A, = 0. (Az el6z6 allitas
miatt [A,| > 2%, tehat ebbdl tényleg kivetkezik az egyenlStlenség.)

Tegytik fel, hogy y késébb lett k£ rangt, mint . Ekkor x nem volt benne az y gyokert
faban a [8] allitas miatt. Ugyanakkor A, minden eleme z-szel azonos faban volt, tehat a
két halmaz valéban diszjunkt. (Az allitas & = 0 esetén trivialisan igaz.)

Definicié: Torony fiiggvény: T(0) =1 és T(n + 1) = 27,
Az inverze: log*(n) = min{k | T'(k) > n}

Megjegyzés: Ha n < 205936 = Jog*(n) < 5.  (Az univerzumban a tudomany jelenlegi allasa
szerint kb. 2270 tehat sokkal kevesebb, mint 265536 reszecske van.)

Rangcsoportok:

10 1 2] |8 4 |5 ... 16| |17...65536] +..
R, R, R, R, R,

R, :=[TG—-1)+1,...,T(i)], és Ry = [0,1]. A v cstcs az i. rangecsoportban van, ha
r(v) € R;.

Elemzés: A Lépés konstansat ugy allitjuk be, hogy egy D-UNIO 1 Lépés legyen, egy
HOLVAN pedig annyi Lépés, ahany cstcsot érintiink a keresés (felfelé lépkedés) soran.

A HOLVAN miiveleteket iigyesen elemezziik, minden egyes miivelet soran annyi stri-
gulat huzunk be, ahany cstucsot érintettiink. Azonban a striguldkat kiilonb6zé helyekre
rakjuk. A végén Osszeszamoljuk (feliilrsl becsiiljiik) majd az egyes helyekre behuzott
strigulakat és ezen darabszamok Osszegét.

2 féle helyre fogunk strigulat htzni: vagy az adott mtvelethez (.. HOLVAN), vagy a
csicsokhoz (az alaphalmaz elemeihez).

Az i. HOLVAN miiveletnél a strigulézasi szabaly a kovetkezs. A miivelet soran bejart
ut barmely v csticsara:
Behtizunk egy strigulat az . HOLVAN miivelethez, ha:

e v vagy p(v) gyokér, vagy
° ha v sziilgje nem ugyanabban a rangcsoportban (tehat nagyobban) van, mint v.

Minden més esetben a v csticshoz hiizunk egy strigulat.

Az 6sszes (m' darab) HOLVAN miivelet utan megszamoljuk, hogy hany strigula van
a miiveleteknél és mennyi a cstcsoknél.

Maximalis rang < logn = a legnagyobb rangcsoport R,, ahol a < log*(logn) =
log*(n) — 1. Tehat legfeljebb log™(n) darab rangcsoportunk van. (A 0. rangcsoporttal
egyiitt.)
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Az i. HOLVAN soraban a strigulak szama legfeljebb 2 + (log™(n) — 1) = log*(n) + 1,
mert az Gt mentén a rangcsoport legfeljebb (log*(n) — 1)-szer ndhet.

Hany strigulat hizhattunk Osszesen egy cstics mellé? Mikor hizunk strigulat egy v
csucs mellé?

° Csak akkor kezdiink el strigulakat hizni egy v cstcs mellé, ha mar nem gyokér, és
a sziil6je sem az. Ezutdn mér v rangja nem valtozik.

° Utfelezés/ utrovidités esetén, ha sem v sem p(v) nem gyokér, akkor a v cstcs szils
pointere egy szigoriian tavolabbi Gsére fog mutatni. Igy a rang szigort monotonitésa,
miatt r(p'(v)) > r(p(v)), azaz v Gj — p'(v)-vel jelolt — sziilgjének rangja szigorian
nagyobb, mint az atkotés el6tti sziilgjéé.

Legyen v egy cstcs, melyre r(v) = r. Ekkor v a g := log™(r)-edik rangcsoportban van.

11. Allitas. Ilyen striguldzdsi szabdlyok mellett eqy tetszdleges g-edik rangcsoportbeli v
csucs mellé legfeljebb T(g)—T (g — 1) strigula keriilhet g > 1 esetén, g = 0 esetén pedig
mazimum 1.

Bizonyitas: g > 1 esetén T'(g) — T'(g — 1) szam van a g. rangcsoportban. Ha mér
keriilt strigula v mellé, akkor r(v) nem valtozik, mig r(p(v)) idében né. Azonban ha
a ¢. rangcsoporton tiulnétt, akkor az adott v cstcs mellé mar soha tobbé nem huzunk
tobb strigulat. Tehat egy g rangcsoportbeli v csticshoz maximum 7'(g)—7(g — 1) strigula
keriilhet.

Strigulak dsszeszamoldsa:
N(g) jelolje azt, hogy maximalisan hany cstcs lehet a g-edik rangcsoportban. A. allitas
miatt:

) n n 1 1 n n
r=T(g—1)+1

Osszefoglalva: g rangcsoportbeli csticsok mellé 6sszesen legfeljebb ﬁ (T(9)—T(g—1)) <
n strigula keriilhet.

Ez igaz g = 0O-ra is, mivel legfeljebb n darab csiics lehet a 0. rangcsoportban és a 0-s
rangcsoportt csticsok mellé csak 1 strigula keriilhet.

Igy Gsszesen a csticsok mellé legfeljebb log*(n) -n strigula keriilt, mivel log*(n) rangesoport
van.

Lépésszam: O(n—1+m'- (log*(n) +1) +n-log"(n)) = O((n+m’) -log"(n)), ahol m’
a HOLVAN miiveletek szama.

Ha a Kruskal algoritmus II. FAZIS4t igy valositjuk meg Osszefiiggd grafra, akkor a lé-
pésszam O(m-log™(n)) lesz, ami gyakorlati szempontbol lényegében linearisnak tekinthetd.
Valojaban a legrosszabb esetben tényleg nem linearis, nem csak mi voltunk nagyvonaliak
az elemzésnél.
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4.3. Prim algoritmusa

Az algoritmus dtlete: Kezdetben induljunk ki az 1-es szamu csiicsbol, majd minden egyes
lépésben bovitsiik ezt a fat (és az S csucshalmazat), ugy, hogy a beléle kiindulo (S és
V — S kozotti) legkisebb koltségii élet vessziik hozza.

T

T aktualis fa
S: T-nek a csticshalmaza
P={veV-85|3uwe FE,ueS}
M=V -S—-P
A P-beli cstucsokra két dolgot tartunk nyilvan:

o K(v) := min{c(uv) | uw € S} - ha a v cstcsot kotjik be kovetkezdnek, akkor ez
milyen koltséggel fog jarni.

o p(v) := argmin{c(uv) | u € S} - ha 6t kotjiikk be, melyik cstucshoz kell kotni (ha
t6bb ilyen cstcs is van, akkor koziilik az egyik).

Az algoritmus:
INIT: P:={s}; S:==0; M=V —{s}; T:=10
K(s):=0; p(s) :==s
while P # ()
v:=argmin{K(u) | u € P}
S< v« P [*xwv-t dtrakjuk S -be
if p(v) #vthen T :=T + {p(v),v} /* A fa megfelels élét megépitjiik
for vu € £
ifu e P && c(vu) < K(u) then K(u) := c(vu); p(u) :=v
if u € M then K(u) := c(vu); p(u) :=v; P+ u<+ M

Lépésszam:

Szomszédsdgi mdtriz esetén: O(n?) (lattuk a szélességi keresésnél, hogy ennél gyor-
sabban nem is lehet).
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Ellistdval, kupacokkal:

Miivelet Végrehajtasok szama
Mintorlés n
Kules-csokk | m
Beszuras n

Mindegyik miivelet O(logn) idejt, ha binaris kupaccal csinaljuk. Igy az algoritmus
O(m - logn) ideji lesz.

Megjegyzés: ritka grafok esetén ez sokkal jobb, mint az O(n?), de még javitani fogunk rajta. Az al-
goritmus jésagat nem bizonyitjuk, a Kruskal algoritmusnal tanult médszerrel kdnnyi (eq, ea, ..., en—1
legyenek az algoritmus altal megépitett élek az épitések sorrendjében, utana a tobbi él sorrendje
tetszéleges).

4.4. Dijkstra algoritmusa

Adott: G = (V,E); ésc: E— Ry (hossztsag fiiggvény, néha koltségnek hivjuk).
Feladat: keressiik meg az s-bél t-be vezets legrovidebb utat.

Az algoritmus otlete: Iranyitatlan grafokra jol szemléltethets, ha elkészitjiikk a gra-
fot gy, hogy a cstucsok gyongyok, az élek megfelel6 hosszusagn cérnak. Lefektetjiik az
asztalra, és s-nél fogva lassan felemeljiik. Amikor egy cstucs felemelkedett, vonalzdval le-
mérhetjiik az s gyongytsl vald tavolsagat, és nyilvan ez lesz a legrévidebb ut hossza abba
a cstucsba. Ezt szamitogépen gy szimulaljuk, hogy minden egyes olyan gyongyhoz, ami
az asztalon fekszik, de megy bel6le cérna a levegébe, kiszamitjuk, hogy ha legkdzelebb 6
emelkedne fel, akkor milyen messze lenne s-t6l. Koénnyt meggondolni, hogy legkozelebb
az a gyongy fog felemelkedni, amelyre a legkisebb szamot irtuk.

A megvalositas nagyon hasonlit a Prim algoritmuséhoz, holott az alapelv eléggé kiilon-
b6z6, ez egyaltalan nem egy moho algoritmus, inkdbb dinamikus programozasi. Minden
egyes lépésben azt taroljuk az egyes csiicsokra, hogy hol vannak, és hogy mi az eddig
ide talalt legrévidebb ut K (v) hossza (azaz ha v emelkedne fel legkozelebb, akkor milyen
messze lenne s-t6l). Minden egyes lépésben a P-beli legkisebb kulcsu csticsot ,emeljiik
fel”, majd szomszédain modositjuk a kulcsot.

S: a leveg6ben 1év6 gyongyszemek.

P: olyan gyongyszemek, amelyek az asztalon vannak, de van olyan szomszédjuk, ami
a levegGben van.

M: a tobbi cstcs.

Megjegyzés: Negativ élhosszakkal nem fog miikédni az algoritmus. Viszont iranyitott grafokra
formalisan ugyanez az algoritmus j6.
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Az algoritmus:

INIT: P:={s}; S:=0; M :=V — {s}
K(s):=0; p(s) :=s
while P # ()
v:=argmin{K(u) | u € P}
S v P
for vu € £
if ue P && K(v) + c¢(vu) < K(u) then
K(u) := K(v) + c(vu); p(u) :==v
if u € M then K(u) := K(v) + c(vu); p(u) :=v; P+ u<+ M

1. Definicié. Egy s ~» x 4t S-it, ha minden csicsa S-ben van, kivéve esetleg x-et.

5. Tétel. Az algoritmus soran minden while ciklus végén:

(a) Barmely x € S-re K(x) a legrovidebb s ~~ x 1t hossza, €s az ilyen hosszusdgi utak
kozétt van S-it is.

(b) Minden x € P-re K(x) a legrovidebb S-it hossza.

Bizonyitas (vazlatosan): (a) Elég az éppen S-be atrakott csiucsra belatni, legyen ez r.
Az r-be nem létezik K (r)-nél révidebb tt:

[ =

/

Indirekt tegytik fel, hogy létezik ennél rovidebb @ ut, ekkor az indukcios feltevés szerint
ez nem S-1t, legyen az els§ P-beli csuicsa w # r. Ekkor r definicidja miatt K (r) < K(w),
és 1gy az indukcios feltevés miatt a @) ut s-t6l w-ig terjedd része nem rovidebb, mint az
r-be vezet6 legrovidebb S-ut K (r) hossza. Mivel az élhosszak nemnegativak, a @) ut w-t6l
r-ig terjedd része is nemnegativ, tehéat Gsszesen () hossza legalabb K(r), ami ellentmond
() valasztasanak.

Az allitasok t6bbi része hasonldéan bizonyithato.

6. Tétel. (a) Ha az S-be keriilés sorrendjében vessziik a csiucsokat
(vi : i.-nek kerilt S-be), akkor K(v)) < K(vg) < -+ < K(v,).

(b) Ha utoljdra v kerilt S-be, akkor minden v € P-re K(v) < K(u) < K(v) +
max,,ep c(2y).
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Bizonyitas: szintén indukcioval, el6szor (b)-t érdemes. Ha utoljara v keriilt S-be, akkor
minden u € P-re K(v) < K(u), mert a v-t ugy valasztottuk. A kulcsmodositasok el6tt az
indukcios feltevés miatt (mind a két részt hasznalva) a méasodik egyenlétlenség is fennéllt,
és kulecsmodositas kozben nyilvan nem romolhat el egyik egyenlGtlenség sem. Ebbdl az
(a) rész rogton kovetkezik.

12. Allitas. Az a csicsba vezeld eqyik legrovidebb it (hdtulrdl eldre dllitjuk eld):
s, p(p(x)), p(x), 2.

Megjegyzések.

e Figyeljik meg, hogy itt ,implicit” outputot ad meg az algoritmus. Ha fel akarnank irni az
Osszes cslicsba vezets legrovidebb utat, az akar ¢ - n? hosszi is lehetne. Ehelyett a p tdmbot
adjuk ki outputként (ami a legrovidebb utak fajanak egy leirasa), melybdl barmely legrévidebb
at annyi idében kérdezhet§ le, mint az éleinek a szama.

e Az algoritmus médosithaté gy, hogy pl. legszélesebb, ill. legbiztonsagosabb utat keressen.

e Ha a forditott grafon futtatjuk, minden csiicsbél egy adott ¢ csiicsba vezet6 legrévidebb utakat
keressiik meg.

e Ha két kiilonbozé sulyfiiggvény (c; és co) adott az éleken, akkor meg tudjuk keresni a ¢; szerinti
legrovidebb s ~» ¢ utak koziil azt, amelyik a co szerint a legrovidebb. El8szor futtassunk c;
szerinti Dijkstrat a grafon s-bél, és a forditottjan ¢-bél. Ezutan minden v cstcsra tudjuk a
d(s,v) és d(v,t) ,tavolsagokat”. A cy szerinti Dijkstra futtatasanal az olyan éleket hagyjuk
figyelmen kiviil, amelyekre c;(uv) > d(s,t) — d(s,u) — d(v,t).

e Ha megengedjiik a negativ élhosszakat, akkor a feladat N P-nehéz lesz (pl. csupa —1 élhossz
esetén Hamilton-ut létezését is el kellene donteni).

e Iranyitott grafok esetén, ha barmely iranyitott kdr nemnegativ, akkor van masik algoritmus
(Bellman-Ford), amely helyes és polinomialis, de lassabb: O(m - n).

e Viszont aciklikus iranyitott grafok esetén negativ élstlyra is van kicsit egyszeriibb, O(m) ideji
algoritmus, ezt hasznaljak pl. a PERT moédszerben.

e lIranyitatlan esetben, ha nincs negativ kér, akkor szintén létezik polinomialis algoritmus, de az
bonyolultabb.

Elemzés

Ugyantgy, mint a Prim algoritmusnal, tehat szomszédsdgi matrix esetén O(n?) a lé-
pésszam, éllista esetén, ha valamilyen kupacot hasznalunk, akkor pedig legfeljebb n darab
Beszuras, n darab Mintorlés, és m darab Kulcs-csokk kell.

4.5. d-edfokt kupacok
2. Definicié. Egy fa d-edfoku kupac, ha

o minden csiucsnak legfeljebb d gyereke van,
e kupacrendezett,
o kiegyensilyozott.
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Tombos megvalositas esetén 0 az els6 index, és az ¢ indexd cstucs gyerekeinek indexei
d-i+1,d-14+2,...,d-i+d. Tehat a j sziilGje L]%J A kiegyensulyozas itt (is) azt jelenti,
hogy a tombben nincs lyuk.

A miiveleti id6k valtozasa:
Beszuras, Kules-csokk (felbillegtetés): O(log,n)
Mintorlés (lebillegtetés): d gyerekbdl minimum kivalasztésa: d — 1 Osszehasonlités, meg
az aktualis kulccsal valo hasonlitas = d db Osszehasonlitéas lebillentésenként. Mivel a fa
mélysége log,n, igy O(d - log, n) adodik.

Erdekes eset: d = 4. Itt:
Felbillegtetés: logn helyett log, n = 10%".
Lebillegtetés: 2 -logn helyett 4 - log, n = 2 - logn, azaz ugyanannyi.

Tehat Osszességében egyértelmiien jobb, mint a binaris kupac.

4.5.1. A Dijkstra és Prim algoritmus lépésszama d-edfoka kupaccal

Mi vajon a legjobb d? Erre altalaban nincs egyértelmii valasz, az egyes miveletek gyako-
risagatol fiigg.
Tekintsiik a Dijkstra (vagy a Prim) algoritmust. Itt az egyes mtiveletek szama:

n db Besziras, Mintorlés

m db Kulcs-csokk
Az elv: gyorsitsuk amibél sok van. A teljes lépésszam: O(n - d - loggn + m - log,n) =
O(max(n-d-log;n, m-log,;n)). Az els6 tag d > 3-ra szigorian névé, a masodik szigoruan
csokkend, tehat a maximum a lehetd legkisebb értéket ott veszi fel, ahol a kettd egyenld.

d
n-d-log;n = m-log;n
m
d = —
n

v e s [2])

értéket érdemes hasznélni, mert d-nek egésznek kell lennie és nem akarunk 1-et.
Igy a lépésszam O(m - log,. n). Ez ritka graf esetén (ha m ~ ¢ - n) nem nagyon segit,
de stirtnél igen:

Ha m > n't® = d* > n® = logg.n < 1/e = a lépésszam: O (L -m) = O(m), ha ¢
konstans.
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5. Amortizacios elemzés

Bemelegités: A Szamlalo egy egyszert adatstruktira, két miivelettel:

INIT (n): Ujtomb (A, n); for i = 1.n A7) :=0

NOV (A): Az A bit-tomb tartalmat azonositjuk a bitek sszeolvasasaval kapott kettes
szamrendszerbeli a szammal. Ezt kell eggyel megnovelni. Feltessziik, hogy ez a mitivelet
maximum 2" — 1 alkalommal lesz meghivva. A NOV miiveletet is konnyti megvalésitani:
NOV (A):
fori=mn.1 (-1)

if A(i) =1 then A(i) :=0
else A(i):=1; i:=0

Mennyi egy NOV miivelet lépésszama? Nyilvan a legrosszabb esetben n. De mennyi
lesz atlagosan, azaz m darab NOV miivelet Gsszlépésszama m-mel osztva (tetszéleges
m < 2"-re)?

13. Allitas. Egy NOV mdvelet dtlagosan két lépésben végrehajthato.

Képzeljiik el a kovetkezst. Minden NOV hivaskor kapunk két dollart. Ki kell fizetniink
annyi dollart, amennyit 1épiink, tehat ahany elemet atirunk. Azonban ha marad pénziink,
azt betehetjiikk a bankba, és késébb, ha szilikséges, a bankbol kivett pénziinkkel is fizet-
hetiink a 1épéseinkért. Ha sose mehet le negativba a bankszamlank, akkor ez bizonyitja,
hogy m darab NOV miivelet 6sszlépésszama maximum 2m.

Ezt egy kicsit finomabban is csinalhatjuk: nem egy bankot hasznalunk, hanem az
A(7) cellakra rakunk dollarokat. Az a célunk, hogy minden olyan i-re legyen A(i)-n egy
dollar, amelyre A(i) = 1. Az elején nincs ilyen cella, igy ez teljesiil. Ha egy NOV
miveletet végziink, akkor az 1 tartalmua érintett cellakbol felvessziik az egy dollart és
rogton ki is fizetjiik a lépésért. Amikor elGszor ériink 0 tartalmu cellahoz, akkor a kapott
két dollarunkbol az egyiket rarakjuk a most 1 tartalmuva atirt cellara, a masikkal fizetiink
ezért az — utolsd — lépésért.

5.1. Potencial és amortizacios ido

Bevezetjiik az alabbi jelcléseket és fogalmakat:

T1;: az i. mivelet tényleges ideje (a Lépések szama).

Potencial: egy fliggvény, amely az adatstruktira tetszéleges éllapotahoz hozzérendel
egy nemnegativ valos szamot. Egy mitvelet-sorozat esetén P; jeloli az i. miivelet soréan
létrejott struktiura potencialjat. Py = 0 (a kezdeti, tires struktira potencialja nulla), és
minden z-re P; > 0.

Az i. miivelet amortizdcios ideje, melyet Al;-vel jeloliink, a kovetkezd:

AL =TI+ AP =TI, + (P, — P,_1).
Ekkor . AL =) T+ Pr— Py, > > . TI.
Tehat az amortizacios id6 egy felsd becslést ad a miveletek dsszidejére.
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Megjegyzés: Aki tanulta pl. Johnson algoritmusat, vagy a minimalis koltség( folyam /aram feladat dualisat,
az mar talalkozott a potencial fogalmaval. Egy graf cstcsaihoz rendeliink 7(v) potencialokat, és az eredetileg
c(uv) koltségli uv él redukalt kdltségének nevezziik a ¢ (uv) := c(uv) + 7(u) — w(v) mennyiséget. Egy s
cstcsbdl egy t csicsba vezet P t ¢ szerinti hossza megkaphat6 a ¢ szerinti hosszabél, ha hozzaadunk (¢)-t
és kivonunk 7(s)-et.

Ha most egy adatstruktirahoz készitiink egy grafot, melynek csiicsai a lehetséges allapotok, az élei pedig
a miiveletek T'T koltséggel, akkor a redukalt koltségek pont az AT mennyiségek lesznek.

Megjegyzés: Tipikusan olyan allitasokat bizonyitunk, hogy pl. egy-egy miivelet amortizacids ideje
legfeljebb O(logn), ebbdl kovetkezik hogy m miivelet elvégzésének tényleges Osszideje legfeljebb
O(m -logn). De persze 1 adott miivelet elvégzésének tényleges ideje lehet akar ¢ - n is, ezért az
amortizacids elemzéssel garantalt |épésszami adatstruktira nem hasznos valés idejii folyamatokban
(pl. egy repiil6gép navigaciés rendszerétsl nem azt varjuk, hogy atlagosan gyorsan dontsén, hanem
azt, hogy minden egyes vészhelyzetre azonnal reagaljon). Azonban egy algoritmus teljes futasa soran
végrehajtott adatstruktara-miveletek dsszidejére a fentiek alapjan korrekt becslést kapunk.

Megjegyzés: Persze korrekt becsléseket kapunk nemcsak az dsszidére, hanem minden m’ < m esetén az
elsé m’' miivelet dsszidejére is (a fenti példaban O(m’ - logn)).

Az el6z6 példara alkalmazva: legyen a P potencidl az adott pillanatban az 1-esek
szama. Ekkor kezdetben ez 0. Ha egy NOV miivelet soran az utolso k jegy 1l-es, akkor a
mivelet tényleges ideje k + 1 lesz. A potencidlvaltozas pedig AP = —k + 1. Tehét egy
NOV miivelet amortizécios ideje AI = (k+1) + (—k + 1) = 2.

5.1.1. Amortizacios id6 és a strigulazas kapcsolata

Amikor egy miiveletet végziink, akkor kapunk a mitivelet megengedett amortizacios ide-
jének megfelels $-t. Ha az algoritmust kevesebb Lépésbdl tudjuk végrehajtani, akkor a
maradékot berakjuk a bankba. Ha viszont tobb Lépésre van sziikségiink, akkor a kiilon-
bozetet ki kell venniink a bankbol.

FIZETES BANK
lnn TI<AL [ 1l AT
e i Al A
~(TI-Al
w e TISAL|(T1-AN

Kell: A bank pénze ne mehessen le negativba. Ezt pont azzal biztositjuk, hogy megkdve-

teljiik, hogy P > 0 legyen, ugyanis egy adott pillanatban a bankban levé pénz éppen az
aktuéalis potencidl.

5.2. Konvex burok keresése

Adott: p; = (z;,y;) € R? (1 <i < n) pontok a sikban.
Feladat: A pontok konvex burkianak megtalalasa (a rajta 16vé csticsok felsorolasa pozitiv
irdnyu bejaras sorrendjében).
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A tdmb

Megoldas:

I. Rendezziik a pontokat x;-k szerint (x; < xy < -+ < ).
Ids: O(n -logn).

II. Egy adott ciklusban tudjuk a pq,...,p;—1 pontok konvex burkat, kiilon taroljuk
balrél jobbra rendezetten az F fels6 és az A also ivet.

fori=2..n

Felezo kereséssel az also és a fels6 iven végigmenve megkeressiik az ugropontot (az

utolso olyat, ami még a py, ..., p; halmaz konvex burkén is rajta van)
A és F tovabbi részét elfelejtjiik, majd végiikre rakjuk p;-t. (Ha x; = z;_1, akkor vagy p;
rajta van az utolsé pontok koézotti szakaszon, ekkor nincs tennivalonk, vagy pl. y; nagyobb
az I utols6 pontjanak y koordinatajanal, ekkor csak F-et kell valtoztatnunk).

Megjegyzés: F'(j) az ugrépont, ha az F'(j — 1) és F(j) pontokat dsszekots egyenes p; felett megy,
de az F'(j) és F(j + 1) pontokat Gsszekots egyenes mar alatta.

Id6: 1 pont hozzaadasa legfeljebb O(logn), igy az 6sszid6: O(n - logn).

Osszefoglalva: sikban a konvex burok keresés O(n - logn) idében megoldhato.
Itt is érdemes a méasodik fazist gyorsitani (pl. lehet, hogy = szerint rendezve kaptuk a
pontokat).

7. Tétel. Ha a felezd keresés helyett jobbrol indulunk, és sorban meguizsgdljuk, hogy az
adott pont-e az ugrdpont, akkor a mdsodik fdzis ideje csak O(n).

Bizonyitas:

A potencidl definidldsa: P := |F|+ |A.

1 Lépés definidldsa: F-ben az ugrépont megkeresése ¢ + 1 Lépés legyen, ha F' végérsl
¢ cstcsot tordltiink ki.
(Ugyanigy definialjuk a Lépéseket A esetén is, ekkor ¢’ a torolt csticsok szama). Az elemzés
alapoétlete az, hogy a kitordlt csiics mar soha nem fog szerepelni.

Amortizdcios elemzés: Al; = TLi+AP = (((+1)+(0'+1)+1+1)—(({—1)+(¢'—1)) =6

Azaz egy csiics beszirasanak amortizacios ideje 6. Ez azt jelenti, hogy 6n Lépésben,
azaz O(n) id6ben megoldhato a feladat. Az elemzés persze attol mikodik, hogy ha egy
csucsot F-bdl vagy A-bol kidobunk, akkor azzal kés6bb mar sose kell foglalkoznunk, hiszen
mér az aktualis ponthalmaz konvex burkanak is belsé pontjai. Osszesen persze a két
tombbdl kevesebb mint 2n esetben dobhatunk ki pontot.

38



6. Rafinadltabb kupacok

A kupacokat angolul egyarant hivjak ,heap”nek és ,priority queue’™nak, azaz prioritdsos
sornak.

6.1. Fibonacci kupac
Tulajdonsdagai:

) Tobb kupacrendezett fabol all, amelyekben egy cstcs gyerekeinek széma nincs kor-
latozva, és nem is kiegyensilyozottak,
a gyokerek ciklikusan két irdnyban koérbe vannak lancolva,
a kupacot egy H pointerrel azonositjuk, amely a minimalis kulcst gyokérre mutat.

Tarolas:

° Minden elemhez 4 pointert tarolunk: sziilGje, bal testvér, jobb testvér, egy gyereke
(mindegy, hogy melyik gyerek: 6k is ciklikusan két iranyban kérbe vannak lancolva,
igy gyorsan (linearis id6ben) végigjarhatjuk dket).

. r(v) € N: a v elem rangja (a gyerekeinek a szdma).

e m(v) €{0,1}: jelols-bit.

Miiveletek:

Beszirds(H ,ij):

° A gydkerek kozé 0j gyokérként (1 pontu fa) felvessziik uj-at.
. Ha K(4j) < K(H), akkor a H-t az tj-ra allitjuk.

Uj elem
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1ds: O(1).

A Mintorléshez sziikségiink lesz egy belsé miveletre.
LINK (u, v) mtvelet:
Ha K(u) < K(v), akkor v-t kotjik u ala és u rangjat noveljiik eggyel, kiilonben u-t v ala
(ebben az esetben v rangja né eggyel). Az 0j gyokér a gyokér-listaban u (azaz az elsé
paraméter) helyére keriil. Egy LINK miivelet ideje: O(1). Az 1 Lépést ugy definialjuk,
hogy beleférjen két LINK miivelet és még néhany adminisztracios 1épés.

Mintérlés (H):
o MIN := H, a végén return(MIN).

° I. fazis: H-t kivessziik, helyére beftizziik a gyermekeit, és ezek sziil6 pointereit nil-re
allitjuk.

° I1. fazis: Amig létezik 2 azonos rangt gyokér, addig LINK miivelettel 6sszekapcsoljuk
ezeket.

° I11. fazis: végigmegylink a gyokereken és a minimélis kulcsu gyokérre allitjuk H-t.

Megjegyzés: A rangra nem kotottiink ki direkt felss korlatot. De magatdl igaz lesz, és ezt
a végén bizonyitani fogjuk, hogy minden csics rangja legfeljebb R = O(log n). (Emlékeztetd:
n a kupacban tarolt elemek szaméra felsé becslés.)

1. fdzis ideje:
a gyerekek beftizése a gyokerek listdjaba konstans id6ben megy, a sziilé pointerek nil-re
allitasa R = O(logn) lépésben (H-nak legfeljebb R gyereke lehet).

I1. fdzis megvaldsitdsa:

T segédtomb segitségével: T[0 : R].
T indexelése a rangokkal, T'(i) értéke: mutato egy i rangu gyokérre, ha van az eddig
vizsgaltak kozott, nil kiilonben.

Az algoritmus:
for i =0..R
T(i) :=mnil /% Ezitt fontos! Minden Mintorlésnél vjra haszndljuk.
for v € gydkerek /% Id az aldbbi megjegyzést.
w =
while T'(r(w)) # nil
LINK (w, T'(r(w)))
T(r(w)—1) :=nil
T(r(w)) :=w
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Megjegyzés: A gyokereken tgy lépdeliink végig, hogy a H pointert ideiglenesen az elsé fazisban egy
tetszdleges gyokerre allitjuk (pl. a kitorolt H jobb testvérére), majd H-t egy v gyokér sorravételekor
annak jobb testvérére atallitjuk. Azonban valahogy észre kell venniink, hogy korbeértiink, és ez azért
nem egyszer(i, mert ciklikusan lancolt listank van, és a kezdé gydkeret pedig lehet, hogy egy LINK
miveletnél kiszedtiik a gyokerek koziil. Talan a legegyszeriibb megoldas az, hogy ha a LINK miiveletet
két identikus pointerrel hivjuk, akkor kiszallunk a ciklusbdl.

Egy adott ilyen LINKelési sorozat elemzéséhez célszerii bevezetni egy ideiglenes ) potencialt,
legyen @ a fele a tdmbben levs nil pointerek szamanak. Elég belatni, hogy erre nézve ezen algoritmus
amortizaciés ideje O(logn) + #LINK. Az inicializalasnal a @ potencial legfeljebb (R+1)/2-vel ng,
a Lépések szama < (R+1)/2, tehat az amortizaciés id6 < R+ 1 < O(logn). A féciklus egy
lefutasanak amortizacios ideje < 0, ha nem végziink LINKelést, mivel @ féllel csdkken, és a tényleges
id6 béven belefér fél Lépésbe. Ha a while ciklusban k& > 1 db LINKelést végziink, akkor a Q potencial
(k—1)/2-vel ng, a tényleges id6 k/2, igy az amortizacids id legfeljebb k.

Idé: T1 = O(logn) + #LINK.

A TI. Fazis végén legfeljebb R + 1 darab gyokér marad. (Minden lehetséges ranghoz
legfeljebb 1.)
III. fazis ideje: Legfeljebb R Osszehasonlitéassal, igy O(logn) Lépésben megy.

Ezeket dsszeadva: TI = O(logn) + #LINK.
1. potencial (késsbb valtoztatnunk kell még): gydkerek szama

Beszirds: AI = O(1) +1=0(1).
Mintorlés: AI < (O(logn) + #LINK) + (=1 + R — #LINK) = O(logn).

Megjegyzés: A LINKelések utan az alabbi alakd an. kanonikus fak (vagy masnéven binomialis
kupacok) keletkeznek (mindaddig, mig csak Besziras és Mintorlés miveleteket végeztiink).

1. rangu 2. rangd 3. rangd

\<\<K\

Kules-csokk:(H, v, A): (1. Véltozat)

v-t gyokeresitjiik (levagjuk a sziilgjérdl és befiizziik a gyokerek listajaba, a sziil rangjat
eggyel csokkentjiik), majd:
. K(v):=K()-A
o if K(v) < K(H) then H :=v
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Ennek a lépésnek a tényleges ideje 1 Lépés, az amortizacios ideje 2 Lépés.

Latszolag készen vagyunk, de van egy nagy baj: Igy nem marad igaz, hogy a rang
legfeljebb O(logn).

Szeretnénk: ha r(v) = r, akkor v-nek van legalabb ¢" (¢ > 1) leszarmazottja (ami
persze max. n lehet). Ez Kulcs-csokk nélkiill még teljesiilne, de igy nem teljesiil: ha
minden unokéira hivnak egy-egy Kulcs-csokk miiveletet, akkor v-nek sajat magan kiviil
csak a gyerekei maradnak meg leszirmazottnak, mig rangja nem valtozik:

Megoldas: m(v) jelzébit hasznélata:

. Ha gyokér: 0 (gyokeresitéskor visszaallitjuk 0-ra, ha nem az volt).
. Ha v nem gyokeér és levagtuk egy gyerekét, akkor m(v) := 1.

Kaszkdd-vigds: addig vagunk, amig a sziilgjének jelzébitje nem 0. (Uténa ezt a 0-t
1-re &llitjuk, ha nem gyokéren van.)

Tehat a Kulcs-csokk végleges megvalositasa:
Kules-csokk:(H, v, A):
v-t gyokeresitjiik, majd:

° A Kaszkad-vagast hajtjuk végre, addig, amig az utoljara gyokeresitett csiics sziilGje
jeloletlen nem lesz, és a végén ezt a sziil6t megjeldljiik, ha nem gyockeér.

. K(v):=K(v) — A.

o if K(v) < K(H) then H :=v.

Az elemzéshez egy 1j potencialt kell definialni:

2. (Végst) Potencial: #gyokerek +2 - #jelolt csucsok.

A Beszarasnal és Mintorlésnél a jeloltek szama nem nd, tehat itt a potencialvaltozas
nem lehet t6bb, mint az els§ Potenciallal (H gyerekeinek gyokeresitésekor néhany jelzgbit
O-ra valtozhat). Ezért az ilyen lépések amortizacios ideje nem nétt.

Kulcs-csokk: k db vagas van a kaszkadvagas soran, ekkor legalabb k — 1 helyen O-ra
valtozott meg a jelols-bit, mig 1-re csak legfeljebb 1 helyen.
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TI =k (Lépés),

AP < =2(k—-1)+k+2=4—F.

(Mivel a jelols-bitek szama legalabb (k — 1)-gyel csokken, k aj gyokér lesz és a végén
lehet egy 1j jelolt csucs.)

Al =TI + AP < 4.

Most beléatjuk, hogy a rang nem lehet til nagy:

ylm y

2 T(x)

Egy tetsz6leges id6pontban indexeljik az @ cstcs yi, ..., Yy (») gyerekeit a gyerekké valas
sorrendjében (azaz, hogy mikor lett utoljara x gyereke).

14. Allitas. r(y;) > i —2

Bizonyitas:

Amikor y; az x gyereke lett (utoljara):

LINK miiveletet végeztiink, tehat rangjuk egyenld volt. Tehat ekkor a rangjuk leg-
alabb 7 — 1 volt (z-nek ekkor gyerekei voltak yy,...,v;_1), és azota y; rangja csak egyet
csOkkenhetett, kiillonben levagtuk volna x-r6l.

3. Definicié. Si jelolje azt, hogy egy legaldbb k-adrangi csicsnak minimum hdny leszdr-
mazottja lehet (barmikor).

Megjegyzés: minden elem leszarmazottja sajat maganak. Sp =1, S; > 2.

k—2
8. Tétel. 5, >2+ ) S
=0

Bizonyitas:

X

Sz Sk

Fibonacci szamok: Fy =0; Fy =1; Fl,.0 = Fi1 + F,

15. Allitas. S, > Fjo.
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Bizonyitas: Indukcidval trividlis.
Legyen ¢ = @ Tudjuk, hogy
Fiya > ¢F, ebbdl Sy, > oF.
Emlékeztets: n jeloli a kupacban szereplé elemek maximélis szamét. Tehat barmely
v elemnek legfeljebb n leszarmazottja lehet, igy r(v) < log,n ~ 1,44 -logn. Ez lesz R
értéke.
Azaz belattuk, hogy a Fibonacci-kupaccal:
n db Beszuras
n db Mintorlés
m db Kulcs-csokk
Osszes ideje: O(nlogn +m).
Ebbél kdvetkezik:

9. Tétel. A Dijkstra és Prim algoritmus lépésszama Fibonacci-kupaccal O(nlogn + m).

Megjegyzések.
e A Dijkstra-ban semmilyen adatstruktaraval nem lehet ez ala lemenni (mivel tud rendezni, pl.
egy csillag éleire irjunk a; salyokat; masrészt osszefliggéséget is el tud donteni).
e A Prim-nek is ez a legjobb futasi ideje (ugyanezért), de minimalis koltség(i feszit6fa keresésére
m < nlogn esetén ismeriink gyorsabb algoritmust (érdekes médon az is a Fibonacci-kupacon
alapul).

6.2. Parosités kupacok

Ami miatt a Fibonacci-kupac a gyakorlatban ritkan hatékony:

° nagy helyigény (sok pointer),
° 1 Lépés elég sok kis elemi mitiveletbdl all.

Ezért most definidljuk a Pdrositos kupacot, amely a gyakorlatban altalaban gyorsabb,
mint a Fibonacci, f6leg a késébb leirt lustabb valtozat. Azonban nem talaltak hozza
olyan potencialt, amivel be tudnak latni ugyanazokat az amortiziciés idGket, mint a
Fibonacci-kupacnél, s6t, késébb kideriilt, hogy ilyen nem is létezhet.

Otlet: A Fibonacci-kupacot akarjuk utanozni, de binaris faval és kevesebb pointerrel.
El6szor emeljiik fel a H gyOkeret és helyére fiizziik be a gyerekeit. Majd forgassuk el 45
fokkal az egészet, ez lesz a parositos kupac. Tehét itt a bal gyerek felel meg az ,elsg”
gyereknek, a jobb gyerek a jobb testvérnek.

v
v
a
—_—
a b c b
A

A parositos kupac definicidja:

° Binaris fa.
° A gy6kérnek (ami H-nak felel meg) nem lehet jobb gyereke.
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e  Félig kupacrendezett: K(v) < K(z) a v bal fidnak minden z leszarmazottjara.

Igy csticsonként akar 2 pointert is nyerhetiink, ha hasznaljuk még a binaris fak me-
moriatakarékos megvalositasat: cstcsonként 2 pointer és 1 bit, mely azt jeloli, hogy bal
vagy jobb gyerek (ez a bit egyébként is hasznos, latni fogjuk, hogy binaris fakban sokszor

fontos ez az informécio).

1. pointer:

° bal gyerek, ha létezik

° jobb gyerek, ha csak az létezik.

° nil: ha egyaltalan nincs gyereke.

2. pointer:

° ha 6 maga bal gyerek, akkor a testvérre mutat, ha létezik, kiilonben a sziilére.
° Ha jobb gyerek: a sziilére mutat.

° Gyokérben nal.

Konnyt Hf: egy eredeti pointer szerinti mozgashoz igy két 1épés és legfeljebb harom
kiolvasés és vizsgalat kell.

Vissza a parositos kupachoz: definialnunk kell még a mitveleteket.
LINK mivelet: (ha pl. K(z) > K(y))

1ds: O(1).
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Kupacmiveletek:

Beszirds: 1 elemt 1j kupac + LINK.  Ekkor T/ = O(1).
Kulcs-csokk:

° kivagjuk az elemet a bal fianak leszarmazottaival egyiitt,
° csOkkentjiik a kulcsot,

e majd LINK. T7=0(1).

Mintorlés:

A gyokeret levagjuk, majd az 4j gyokértdl jobbra lefelé haladva minden élet elvagunk.
Igy sok kisebb pérositos kupacunk keletkezik. Ossze kell LINKelni a szétvagott kupacokat.

A leghatékonyabb megoldds: Elindulunk lefelé és parosaval 6sszeLINKeljiik a kupaco-
kat, majd ezutan alulrol felfelé haladva végziink LINKeléseket (mindig a kévetkezot az
el6z6 eredményéhez).

Miért ez a legjobb? Az arossz, ha a két linkelendd kupacnak nagyon eltér a mérete. Az
a jo, ha kb. egyenl6 nagysaguakat linkeliink, ezt probaljuk elérni. Masrészt vegyliik észre,
hogy az elsé fazisban egy utfelezésnek megfelel§ dolgot csinalunk, melynek hatékonysagat
mar lattuk.
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Ami bizonyithat6: a P =) log(#uv leszarmazottai) potenciallal O(logn) az amorti-
zéacios ideje minden miveletnek.

Azonban a gyakorlati futtatasok sokaig azt mutattak, hogy igazaboél a Kulcs-cstkkentések
atlagos ideje konstans. Fredman ’99-ben megmutatta. hogy ez mégsem igaz, konstrualt
olyan miivelet-sorozatokat, melyekben atlagosan loglogn id6 kell a Kulcs-csokkentésekhez.

6.2.1. A parositoés kupacok hatékony valtozata

Otlet: Még lustabban. Nem jo kicsiket sokkal nagyobbakkal LINKelni. Ezt tipikusan a
Beszuréas és Kulcs-csokk mitveleteknél tessziik. Ezért ennél a két miiveletnél LINKelés
helyett egy kiilon segédteriiletre rakjuk Sket.

b\

A segédteriiletet tarolhatjuk a gyokér jobb leszarmazottaiként. Most a Mintorlésnél kell
egy kicsit tobbet dolgoznunk.

segédteriilet

. .
Beszlras Besziras

Mintorlés:

) El6szor a segédtertileten végziink LINK miiveleteket. Parosaval keletkezési sorrend-
ben LINKeliink, majd 1jra elolrél parosaval, mig az egész segédteriilet 1 kupac nem
lesz.

° Osszelinkeljiik az eredeti és a segédkupacot.

° Majd hagyoméanyos Mintorlés.

6.2.2. A parosités kupacok legiijabb valtozatai

Elmasry 2009-ben mutatott be egy olyan valtozatot, ahol a miiveletek bizonyithat6 amor-
tizacios ideje O(logn), ezen belill a Kules-csokkentésé O(loglogn). A {6 Gtlet a kovet-
kez6: kiilon segédteriileten taroljuk a Beszturasok 1 csucsu fait, és egy masikon a Kulcs-
csOkkentéseknél kivagott fakat, valamint egy pointert a minimalis kulcst gyokérre. Min-
torlés utan, illetve, ha a masodik segédteriileten levs fak szama elérte a logn-et, akkor
mindent Osszefiiziink egy kupacca. Az 1 csicstakat tgy, mint el6bb, a nagyobbakat vi-
szont ugy, hogy elGszor rendezziik a gyokereket, majd csokkend sorrendben 6sszelinkeljiik
Sket. Igy végiil a mivelet el6tti gyokerek a végss gyokértsl szigortan balra mend tuton
lesznek.

Haeupler, Sen és Tarjan szintén 2009-ben vezették be a Rang-parosités kupacokat. Eb-
ben minden mivelet ugyanannyi idében (amortizéalt) megy, mint a Fibonacci kupacban,
de lényegében megtartja a parositos kupacok elényeit, igy a gyakorlatban is gyors. Minden
csucshoz nyilvantartunk egy rangot. A Beszurasoknal, Kulcs-csokkentéseknél minden a
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segédteriiletre kertil, a Mintorlésnél az elején (jobbra mend élek szétvagésa soran) keletke-
z6 kisebb kupacokat is ide rakjuk. Viszont linkelni csak azonos rangu gyokereket szabad,
ilyenkor az 0 gyokér rangjat eggyel noveljik. A rangra azt a tulajdonsagot kell fenntar-
tani, hogy egy u cstcs gyerekeinél mindig igaz legyen, hogy vagy mindketts rangja eggyel
kisebb, mint u rangja, vagy pedig az egyiké ugyanannyi, a méasiké kisebb (akdrmennyi-
vel). Emiatt a Kules-csokkentéseknél a kivagas utan esetleg felfelé ezt a tulajdonsagot ki
kell javitani. Ezzel egytitt is kijon a konstans amortizacios id6 a Kulcs-csokkentésre és a
Beszurasra, ¢és a Mintorlés amortizacios ideje is marad O(logn).

6.3. Szigoru Fibonacci-kupac

2012-ben Brodal, Lagogiannis és Tarjan megcsinaltak a Fibonacci-kupac olyan valtozatat
is, ahol ugyanazok a mtveleti idGk érhetdk el, de nemcsak amortizalt, hanem legrosszabb
id6 valtozatban is, tehat a Mintorlés legrosszabb esetben megy O(logn) idében, a tébbi
miivelet pedig legrosszabb esetben megy konstans idében.

Ez a struktara is a Fibonacci-kupacon alapul, a valtoztatasok lényege a kévetkezs:

A kupacrendezett fakat egyetlen kupacrendezett faban taroljuk, és itt segit, hogy fel-
tessziik, hogy a kulcsok kiilonbozéek, tehat igazabol a (KULCS, név) parokat lexikogra-
fikusan rendezziik.

A fa csicsai lehetnek aktivak és passzivak. Egy csucs aktiv gyokér, ha & aktiv, de
sziilGje passziv (lényegében ezek felelnek meg a Fibonacci-kupac gyokereinek). A rang
az aktiv gyerekek szama. A jel6ls-bit helyett minden aktiv csiicsra nyilvantartunk egy
nemnegativ VESZTESEG értéket.

Legyen R = 2logn + 7, ez lesz a felsG korlat az aktiv csticsok rangjara. A kovetkezd
(helyenként ravasz) invaridnsokat tartja fent az algoritmus:

o A gyokér passziv, legfeljebb R + 2 gyereke van.
o Aktiv gyokér vesztesége 0.

e Egy aktiv cstcs i-edik aktiv gyerekénél a rang és a veszteség Osszege legaldbb i —1 (a
gyerekek rendezettek, amikor y az x gyereke lesz, akkor elsé gyerek lesz, ha passziv,
kiilénben utolso).

e Az aktiv gyokerek szama legfeljebb R.
e A veszteségek Osszege maximum R.
e Egy () segéd-sorban a p-edik csics gyerekeinek szaima maximum 2 log(2n — p) + 10.

A részletek az eredeti cikkben olvashatok, amely elérhetd a segédanyagokban.

6.4. r-kupacok

Ha a kulcsok kis egészek, akkor tudunk jobb kupacot is csinalni. A naiv megkozelités
a vodros kupac: ha a kulcsok egészek a [0, C] intervallumbol, felvesziink C' + 1 vodrét a
kulcsokkal megcimkézve. Egy i cimkéji vodorbe rakjuk az 6sszes olyan rekordot, melynek
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kulesa i. Ezeket egy kétszeresen lancolt listaban taroljuk (minden vodorhoz). Beszurasnal
berakjuk a megfelel6 vodorbe (a lista elejére, O(1) 1épés), Kules-csokkentésnél kifiizziik
(ezért kell kétszeresen lancolt lista), csokkentjiik, az 4j vodorbe berakjuk (ez is O(1)
lépés). A Mintorlésnél a nehézség az els nem-iires vodor megtalalasa, a tobbi konny,
igy a Mintorlés ideje legrosszabb esetben O(C') 1épés. Ez igy egész jol miikddik a Prim
algoritmusra, ha a koltségek egészek a [0, C] intervallumbol (O(m + nC') 6sszes lépésben,
de késébb sokkal jobbat fogunk csinélni). Azonban a Dijkstra algoritmushoz igy nem
igazéan jo, mivel ilyen koltségek esetén a kulcsok akar (n — 1)C nagyséaguak is lehetnek. A
Dijkstra algoritmus tulajdonsagait kihasznélva ez is levihets O(m+nC') lépésre: vegyiink
nC' vodrot, és vegylik észre, hogy a [0 tétel miatt két egymés utani Mintorlés esetén a
masodiknal nagyobb a minimalis kulcs, de legfeljebb C-vel. Igy egy Mintérlésnél legfeljebb
C' jobbra lépés utan (az el6z6 Mintorlés kulesa szerinti vodortdl indulva) talalunk nem-tires
vodrot. Most ezen fogunk lényegesen javitani.

Tehat legrovidebb utakat keresiink, és feltessziik, hogy az élek hossza a [0, C] tarto-
manybeli egészek, azaz a kulcsok a [0, (n — 1)C] tartomanyban lesznek.

Monoton kupac tulajdonsagai:

° Mintorlések kulcsai az id§ elérehaladtaval monoton nének
° Ha az utols6 Mintorléskor a kulcs d,,;,, akkor az Osszes aktuéalis kulcs eleme a

[din, dmin + C] tartoménynak.
Megjegyzés: alf] tétel miatt a Dijkstranal hasznalt kupac ezeket teljesiti, tehat monoton.
Monoton kupacokat, ha C' nem tul nagy, az tgynevezett r-kupacokkal (r = radix, ill.

redistributable) érdemes megvalositani.
Legyen ¢ = [log(C 4+ 1)] + 2.

u; u, Ug u, Us
[ [ |1 | L IR
B, B, B, B, B,

Vodrok:

By, Bs, ..., B. vodroket készittiink. A B; vodorhoz az u; felsé korlatot és a range (B;)
szamintervallumot rendeljiik. Egy B; vodorbe azokat az elemeket rakjuk, amelyek kulcsa
eleme a range (B;)-nek.

range (B;) = [u;—1 + 1, u4].

° mindig fenntartjuk: |range (B;)] < 272  hai = 2,...,¢ — 1 és |range (B;)| = 1.
Az u; sorozat mindig monoton névé lesz, de nem szigoriian, igy menet kézben lehet
olyan i, hogy range (B;) = 0.

Kezdetben igy dllitjuk be az értékeket:
Ug — -1
U; = 2171 —1

u. = nC' (ebbe a vodorbe biztosan belefér minden elem)
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range (B,) = [0

range (By) = [1

range (B;) = [2, 3]
range (By) = [4,5,6,7]

A kupac elemeit tgy téaroljuk, hogy v a By-ben legyen, ha K(v) € range (B;). Egy
vodor tartalmat egy kétszeresen lancolt listaban taroljuk.

Mveletek:
Besziirds (v):
[tt megkereshetnénk felezé kereséssel is a megfelel6 vodrot, azonban, mint a konvex
burok keresésénél mar tapasztaltuk, az rosszabb megoldést adna.
for j =c.1 (1)
ifuj 1 < K(v) thenv — B;; j:=0

Megjegyzés: 1 elem beszarasanak tényleges ideje O(c) = O(log C).

Kules-csokk (v, j, A):

(hivaskor nemcsak v cimét, hanem az &t tartalmazé vodor sorszamét is tudnunk kell)

e K(v):=K({)-

° if K(v) <wjy then kivessziik, elindulunk balra és megkeressiik a jo vodrot.
Mintéorlés:

° Ha B; # 0 — tetsz6leges elemét toroljik és visszaadjuk.

. Kiilonben legyen B; az els6 nem-iires vodor (ezt persze meg kell keresniink). Vé-
gignézziik a B; vodor minden elemét. Legyen v az egyik minimélis kulcsa és
pin = K(v).

° Atcimkeézziik u;-ket:
Uy = dmm —1
U1 = dpmin
w; = min(u;—1 + 273 u;), hai=2,...,5 — 1.

° Majd B; minden elemét (egyesével balra mozgatva) berakjuk a neki megfelels vo-

dorbe, kivéve v-t, amelyet torliink.

16. Allitas. Ezutdn B; minden elemének a helye B; lesz valamilyen i < j-re, azaz a B;
vodor tényleg kitiril.

Bizonyitas: Mivel a B; el6tti vodrok iiresek voltak, az atcimkézés legalis. Mivel a
miivelet végrehajtasa eltt d,,;, €range(B;), ezért dpym > u; — 2772 + 1. Emiatt az
atcimkézések utan wj 1 = min(uj, dpin+1+2+- - -+277%) = min(uj, dpin +2"2—1) = u;.
[gy minden elemet tényleg balra kell mozgatni, mivel range (B;) iires lett. Mivel B;-
ben semelyik elem kulcsa nem kisebb, mint d,,;,, mindenkit jol el tudunk helyezni. (A
[range (B;)| értékek nyilvan teljesitik a megkivant felsé korlatokat minden ¢ < j-re, mashol
pedig nem valtoztatjuk Gket.)

50



Amortizacios elemzés

A potencidl: P = Z b(v), ahol b(v) a v-t tartalmazé vodor sorszama.

vekupac
Egy Lépés legyen (el6szor) 1 elem eggyel balra atrakasanak ideje (kivessziik, ellendrizziik,
hogy odavalo-e, és ha igen, akkor berakjuk).

Az eqyes miveletek amortizdcids ideje.

Beszirds(v): T1 = (c+1—b(v))
AP =b(v)
Igy AT =c+1=1ogC+ O(1).

Kulcs-csokk (v, A): TI =14 (b(v) — by(v))
AP = by;(v) — b(v).
Tehat AI = 1.

Mintorlés: Ha By nem volt iires, akkor nyilvin Al = 0. Egyébként:
TI=j+|Bj|+j+ (1 + Y (- buj(u))), ahol
u€Bj,u#v
J: Bj, az els6 nem-iires vodor megkeresése
|B;| = a j. vodorben levs elemek szama: végignézzitk B; tartalméat és kivalasztjuk

V-1,
7 u-k atcimkézése,
utols6 tag: balra pakolasok ideje (a szumma el6tti 1+ a v kihagyéasara forditott
ido).
Megjegyzés: > (j — by(u) > |Bj| — 1, mivel (j — by(u)) > 1 minden u-ra a . allitas
u€Bj u#v
miatt.

Egy Uj Lépés := 2 - Lépés (tehat kétszer annyi elemi 1épés), igy most mar

TI<j+|Bjl/2+1/2+(1/2)- > (G—byw) <j+1+ > (j—buy(w))

u€Bj,u#v u€Bj u#v

Mivel AP = —j — Z (j — buj(u)), ezért AI < 1.

u€Bj u#v

Tehat ha példaul n Beszurast, m Kulcs-csokkentést, és n’ < n Mintorlést végziink,
akkor: > T1T < Y Al <n-(c+1)+m+n" <n-(logC+4)+m darab Lépés, igy
O(m + n - logC') Osszes futasid6t kapunk (ha C' > 2). Tehat a Dijkstra futéasi ideje
[0, C-beli egész hosszak esetén r-kupaccal: O(m + n -log C').
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6.5. Thorup kupaca

Ennél a kupacnél is jobbat készitett Thorup, legalabbis elméletileg (gyakorlati megvalo-
sitasrol és tesztekrsl nem tudunk):

Az tn. word RAM modellen dolgozunk: legyen w a szohossz az adott gépen (azaz
egy memoria cellaba legfeljebb w bites szamok férnek). Feltessziik, hogy w > logn, és
w > log C, ahol C a hosszak maximuma (a hosszak itt is nemnegativ egészek). Tehat
azt tessziik fel, hogy minden élhossz és egy cstcs neve belefér 1 szoba. Valamint fel-
tessziik, hogy 1 Lépésben 2 sz6 Osszege és szorzata kiszamolhato (ezeket a jegyzet utolsd
fejezeteiben is fel fogjuk tenni).

Ezen feltevések mellett Thorup kupaca a Beszurast és Kulces-csokkentést O(1) idében,
a Mintorlést pedig O(loglogmin(n, C)) idében elvégzi, raadasul nem csak amortizécios
id6ben, hanem garantaltan minden egyes miiveletnél.

Ezzel a kupaccal a Dijkstra- és a Prim-algoritmus O(m + n - loglog min(n, C')) idejd a
word RAM modellben.
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7. Szotarak

Legyen adott egy U univerzum és egy ezen a halmazon értelmezett < rendezés.
Feladat: adatstruktira készitése S C U elemek téarolasara. S (a pillanatnyi szotér)
minden elemét csak egyszer taroljuk.

Megjegyzés: Igazabdl persze legtébbszér nemcsak magat az s szétar-elemet kell tarolni, hanem s
mellé vagy egy pointert is az s kulcst rekordra; vagy, amennyiben ez a rekord az s-en kiviil csak a
j(s) jelentést tartalmazza, akkor ezt a j(s) szét is. Ezt a tovabbiakban nem részletezziik, de az s
helyének megkeresése pont azt jelenti, hogy ezt is meg kell talalnunk.

Mveletek:
Keresés (z, 5):
. Konnyitett: x €75
° Normal: keressiik meg x helyét, ha x € S, kiilonben pedig ,NINCS”.

Ha egy szotar csak ezt az egy miiveletet tudja megvalositani, akkor statikus szotdrnak
nevezzik.

Ha a szoétar nem statikus, akkor a masodik legfontosabb mitvelet a

Beszirds (z, S):
° Konnyitett: garantalt, hogy x ¢ S, az x-et beszurjuk, azaz S := S + z.

° Normél: ha = ¢ S, akkor S := S + z, kiiléonben semmit sem csinalunk.

Ha egy adatstrukturdban mindkét mtivelet megoldott, akkor szdtdrrol beszéliink.

Torlés(x,S):
Ha xz € S, akkor S := 5 — x.

Ha mindharom mtivelet megoldott, akkor az adatstruktira szotdr torléssel.

Ezen miiveleteken kiviil az alabbi mtveletek is hasznos kiegészitGk lehetnek:

e  min(S)
max(S)

° Kév(S,a): visszaadja a-t, ha a € S, kiilonben pedig a legkisebb b € S szotarelemet,
melyre b > a.

. Tdlig(S,a,b): {x € S|a<ax<b}

° Fésiil (S1,52): Tudjuk, hogy S; NSy = 0. Legyen S := S; U Ss.

° Olvaszt (S, a, Se): Tudjuk, hogy S; < a < Sy. Legyen S := S; U {a} U S,.

° Szétvdg (S, a): Szétvagja S-et olyan S és Sp-re, hogy S; < a < Ss.
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Szotarak megvalositasa: Ha |U| kicsi: tarolhatjuk karakterisztikus vektorban pointe-
rekkel az elemeket. Az indexek U elemei lesznek. Persze ha U nem a [0, |U|—1] természetes
szamokbol all, akkor kell egy h fliggvény, mely U elemeit ezekbe képezi, legtobbszor ilyet
kénnyen konstrualunk; de eléfordulhat az is, hogy nem, ekkor sokszor érdemesebb az
altalanos esetre vonatkozo algoritmusok egyikét hasznalni.

Mostantdl feltessziik, hogy |U| nagy.

Statikus szotarak esetén S elemeit rendezett tombben tarolhatjuk és felezd keresést
hasznalhatunk. Latni fogjuk, hogy ennél az altalanos megoldasnal sokszor jobbat is tala-
lunk.

7.1. Binaris kerest6fa

Ez a felez6 keresés nyilvanvalo altalanositasa. Két véaltozatét ismerjiik, az irodalomban
tobbnyire a mésodik valtozat szerepel.

1. Kiilsd tarolasu: a fa leveleiben vannak a rekordok, a tobbi csiicsban pedig U elemei
szerepelnek ,,Utjelzékként”, a v csticsban tarolt ttjelz6t u(v) jeldli, és az a jelentése,
hogy az ennél kisebb-egyenls elemeket a bal gyerek részfajaban, a nagyobbakat a
jobb gyerek részfajaban kell tovabb keresni. A Keresés eljarastol kiillonbozé vissza-
térési értékeket varunk. ElGszor is egy logikai értéket, hogy a keresett sz6 szerepel-e
a szotarban. Ha igen, akkor a helyére is sziikségiink van. Ha nem szerepel, ak-
kor is varunk valami helyre vonatkozé visszatérési értéket, amire a Beszurdsndl lesz
szitkséglink (statikus szotarnal ez felesleges). Meghivasnal a keresendd szon (x) ki-
viil megadjuk a szétar nevét is, ami a gyokérre mutatd r pointer. Kiils§ tarolasu
szotarnal feltesszik, hogy nincsen egy-gyerekes csics (mivel felesleges lenne; ezt a
tulajdonsagot persze fent is kell tartanunk). Keres6faknal a szotar S nevét azono-
sitjuk az 6t tarolo fa r gyokerével.

Megjegyzés: A levelekben balrél jobbra haladva S elemei rendezve vannak.

Keresés (z,r):

vi=r
while bal(v) # nil
if © < wu(v) then v := bal(v)
else v := jobb(v)
if 2 = u(v) then return (VAN v,bal)  /+ mindegy, hogy jobb vagy bal, VAN esetén
nem haszndljuk
else if x < u(v) then return (NINCS, v, bal)
else return (NINCS, v, jobb).

2. Belsd tdroldsi: a fa minden cstcsaban tarolunk egy rekordot (megfeleltethetk S
elemeinek), illetve praktikusan &altaldban csak a kulcsot és egy pointert a rekord-
ra. A keresés soran 3-felé elagazo if van, amit direktben elég kevés nyelv tamogat
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(pl. FORTRAN). Elénye viszont, hogy kevesebb tarhelyet foglal (kb. felét). Az
elemzések céljabol a fa minden egy-gyerekes csiicsa ala képzeletben odarakunk egy,
minden levele ala pedig ketts fiktiv levelet. Ezeket nem tdroljuk, de a definicioknal
és elemzéseknél hasznosak lesznek.

é%
S

Keresés (x,1):

vi=r
repeat
if = u(v) then return (VAN,v,bal) /% bal-jobb mindegy
if © < u(v) then
if bal(v) # nil then v := bal(v)
else return (NINCS, v, bal)
else /% z>u(v)
if jobb(v) # nil then v := jobb(v)
else return (NINC'S, v, jobb)

A belsd és kiilsd tdaroldsu fak dsszehasonlitdsa (abban az esetben, ha teljesen kiegyen-
sulyozottak):

Kiilsg Bels¢
Memoria | 2n — 1 kules +n rekord, n kules +n rekord,
és 6n — 3 pointer és 3n pointer
Mélység | [logn] [log(n+1)] — 1
Keresés | [logn] 4 1 &sszehasonlitas | [log(n + 1)| Osszehasonlitas, de 3 irdnyu!

Bizonyos alkalmazasoknal néhany elemet sokkal t6bbszor keresiink, mint mésokat. Ha
ezeket kis mélységben téaroljuk, akkor sokat nyerhetiink.

Megjegyzések.
e A harom iranyl Gsszehasonlitas a legtobb kérnyezetben 2 lépés lesz!
o Az esetek tlnyomé részében belsé tarolasa kereséfat fogunk hasznalni, mert az irodalomban
igy szokasos (a belss tarban elhelyezett szétaraknal a memoria-igény nagyon fontos).
7.1.1. Miiveletek altalanos binaris keresGfaban

Keresés(x,r): lasd fentebb.

Beszirds (z,r): Elgszor Keresés (x,r).
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° Kiils6 tarolasunal: ha x ¢ S, akkor megkapunk egy v levelet és egy iranyt. Létre-
hozunk v helyére egy 1j w csucsot, az iranytol fliggden x vagy u(v) utjelzével, az
irdny szerinti gyereke egy x-et tartalmazo levél lesz, a masik gyereke pedig v.

° Belsg tarolastunal: ha x ¢ S, akkor megkapunk egy v csicsot és egy iranyt (ez igy
egylitt egy fiktiv levél ;neve”). Létrehozzuk a v cstcs irany szerinti gyerekét, és ebbe
a levélbe taroljuk le x-et.

Torlés(x,r):

o Kiilsé: trivialis (megkeressiik és kitoroljiik), de a testvérét felrakjuk a sziil6be (ne
legyen egy-gyerekes csucs és felesleges ttjelzs tabla).
° Bels6: Két esetet kiilon-kiilon vizsgalunk.

1. eset Ha z-nek legfeljebb egy gyereke van, akkor a gyereke jon a helyére. Ekkor
az 0j fa is jo kereséfa lesz.

KA*%A

2. eset Ha z-nek 2 gyereke van:

— Megkeressiik az x-et kdzvetleniil megel6z6 y elemet. Ezt gy tessziik, hogy
1-et balra lépiink és utana amig lehet mindig jobbra.

Xy
/\y
— z-et és y-t felcseréljiik, majd az 0j z-et tordljik az els§ modszer szerint

(ennek méar nincs jobb gyereke).

Helyes az algoritmus, mert ha toroljiik x-et, akkor y mar jo helyen lesz, azaz
nem romlik el a kereséfa tulajdonsag.

Lépésszam:
° A lépésszamok legrosszabb esetben a fa mélységével egyenlGek.
° Nem tudunk semmit a fa mélységérdl!
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° Ha példaul n elemet sziirunk be névekvs sorrendben, akkor a fa mélysége n lesz.
Célunk ezek alapjan olyan fa kialakitasa, amelynek mélysége O(logn).

4. Definicié. Egy n rekordot tartalmazé bindris fat (gyengén) kiegyensilyozottnak hi-
vunk, ha mélysége legfeljebdb

2-[log(n+1)] + 1~ 2logn.

7.1.2. Optimalis binaris kereséfa

Statikus szotarat akarunk tarolni ugy, hogy feltételezziik, hogy rengetegszer kell majd
benne keresni. Ezen keresések 0sszidejét akarjuk minimalizalni.

Adottak:

° S={a <ay<---<a,} aszotar elemei.

° a;-t p; valoszintséggel keressiik.

) ha a; < b < a;11, az ilyen b-ket ¢; valoszintiséggel keressiik.

e ha b < ay, akkor b-t qp, ha pedig a,, < b, akkor b-t ¢, valoszintiséggel keressiik.

Egy adott T kerestfa esetén egy keresés varhatod lépésszama, melyet a fa kéltségének
hivunk:

E(keresés):c(T)::Z pi(d(a;)) +1) + Z q;d(7), ahol

. d(a;): az a;-t tartalmazo cstucs mélysége; a +1 azért kell, mert a gyokér keresése sem
0 lépés.
° d(7): az i. (balrdl jobbra szamozva) fiktiv levél mélysége.

Feladat: Minimalis koltségd binaris kereséfa konstrukcidja, azaz olyan T', amelyre ¢(T)
minimalis.

Megoldas: Ha a; lenne az optimélis T fa gyokerében:

a; .. gy Q1 An

Ha ez az optimum, akkor sziikségképpen T; és T5 is optimalis fa (a benniik szerepls a;-k
altal meghatarozott részfeladatra). Ez a szuboptimalités elve.

Megjegyzés: Azok a feladatok, amelyekre a szuboptimalitas elve teljesiil, tdbbnyire megoldhatéak
hatékonyan, erre valé a dinamikus programozas, ahol el8szor is jél definialunk részfeladatokat, utana
ezeket a megfelels sorrendben kiszamoljuk, a régebbi részfeladatok megoldasat jol felhasznalva.
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T; ; := optimalis fa az a4 . . . a; szavakon. Ennek gyokere r; ;, koltsége c; ;, stlya pedig
Wi = ¢+ Ppiy1 + i1+ +p;+¢; (w;; az a valosziniség, hogy belépiink egy T; ; faba).

Inicializalds:

Ti,i = @; Cii = 0; Wi,; = q;-

Nekiink a Tp ,, fat kell megkeresni. Vegyiik észre, hogy ha tudnank, hogy r; ; = k, akkor
a szuboptimalitas elve miatt a T ; fa gyckerének bal részfaja T; ;_1, jobb részfija pedig
Ty, j lesz. Ezért ekkor a koltsége ¢; j = (¢ -1+ Wi k—1) +Pe+ (Crj+ Wk j) = Cig—1+Crj+Wi
lesz, mivel a T;; faban minden cstcs mélysége eggyel nagyobb, mint a T;;_y, ill. a Ty ;
fakban. Vegyiik észre, hogy a kéltségben w; ; 4lland6, nem fiigg a k-tol.

Ezek alapjan konnyen készithetiink egy rekurziv algoritmust:

R(i,j) :
cij =00
for k:=1+1.5
Cl = R(Z, k — 1)
02 = R(k,j)

if Cl + CQ < C;j then C;',j = Cl -+ CQ, Tig = k
return (c; ; := ¢ ; + w; ;)
Ez az algoritmus azért exponencialis, mert ugyanazt a dolgot sokszor szamoljuk

ki. A hivasok szama az tn. Catalan-szam lesz, ami kb. ﬁ - 22" Hogy ezt elkeriiljiik,
dinamikus programozassal oldjuk meg a feladatot.

A dinamikus programozds jellemzdi:

° Jol kell definialni, hogy milyen részfeladatokat akarunk megoldani.
° Amit mar egyszer kiszamoltunk, azt feljegyezziik, hogy ne kelljen még egyszer ki-
szamolni.
° Jo sorrendben oldjuk meg az egyes részfeladatokat.
<>
Cad Coo

/N /N
/N /N
G i G o

Az algoritmus (a fenti Inicializalas utan), az argmin itt azt a k értéket adja vissza, amelyre
a min felvétetik:
forl=1..n
fori=0..n—1
J=1+I
Cij i= Wi; + minjcp<;(cip—1 + Cry)
T = argmin;cp<;(Cip—1 + Cx ;)

Idé: O(n?).

Megjegyzés: Hazi feladat végiggondolni a megfelelgjét kiilsé tarolasa binaris fakra.
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7.2. 2-3 fak
Definicio (2-3 fa):

. Minden nem-levél cstucsnak 2 vagy 3 gyereke van (ha n > 1).

° Kiilss tarolasu a fa (mi ezt targyaljuk, a belss tarolasu valtozatot lasd pl. az [I]
kényvben).

. Minden levél ugyanazon a szinten van. Igy legfeljebb |logn| mélységt lesz a fa.

° Minden nem-levél csticsban két utjelzé tablat, egy sziil6- és 3 gyerek-pointert taro-
lunk.

Tehat egy v cstucsban taroljuk a p(v) sziilé pointeren kiviil a bal(v) bal gyerekre mutatod
pointert, az uj(v) els6 utjelzét, a koz(v) masodik gyerekre mutaté pointert, az us(v)
méasodik utjelz6t és a jobb(v) harmadik gyerekre mutatoé pointert (nil, ha csak két gyereke
van). Itt ui(v) egy tetsz6leges olyan elem, hogy a bal gyerek alatti minden levélben
szerepld KULCS < w4 (v), de a masodik gyerek alatti minden levélben a KULCS > wu;(v).
Az uy(v) szerepe hasonlo, ha csak két gyerek van, akkor értéke lehet pl. a szotar (vagy az
univerzum) legnagyobb eleme.

Egy v levélnél jelolje most is u(v) az ott tarolt rekord (szotarbeli) kulcsat.

Keresés (x,1):
vi=r
while bal(v) # nil

if x < wy(v) then v := bal(v)

else if © < uy(v) then v := koz(v)
else v := jobb(v)

if = u(v) then return (VAN,v)

else return (NINCS,v)

Ez mindig legfeljebb O(logn) lépés lesz, mivel a fa mélysége nyilvan legfeljebb log n.
Beszirds (s,):

X

!

S

° Megkeressiik, hogy hové kell besztrni s-et, jelolje & a keresési titon az utolsdé nem-
levél csticsot, azaz p(v)-t.

° Ha z-nek 2 gyereke volt, akkor beszurjuk s-et, és igy x-nek 3 gyereke lesz, de x-ben
atallitjuk az utjelzéket (mashol nem kell — Hf).
° Ha z-nek 3 gyereke volt, akkor szétszedjiik x-et 2 darab 2 gyerekes cstccsa.
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Ha x sziilGjének 2 gyereke volt, akkor nincs gond (csak ott kell utjelzéket allitani),
ha 3, akkor ezt a csticsot is szétvagjuk és igy folytatjuk a gyokér felé. Ha eljutunk a
gyokérig és a gyokérnek 3 gyereke volt, akkor a gyokeret is kettészedjiik, beszurunk
egy 1j gyokeret, és igy né a fa magassaga.

Ids: O(logn)

Ehhez csak azt kell észrevenniink, hogy egy aktualis x kettészedésénél tudjuk, hogy ki

a szil6, = neki hanyadik gyereke, és magaban x-ben tudunk (ideiglenesen) 3 elhatarold
utjelzét és 4 gyerek-pointert. Ezekbdl konnyen konstans idében kiszamolhato a szétszedés
utani allapot a sziil6 0j utjelzGivel egyiitt.

Torlés(s,r):

Megkeressiik az s-et tartalmazoé levelet és kitoroljiik.

Ha p(s) = z-nek 3 gyereke volt, akkor készen vagyunk (csak z-ben kell utjelzsket és
gyerek-pointereket allitanunk).

Ha nem, akkor 2 esetet kiilonboztetiink meg:

1. Létezik xz-nek szomszédos testvére 3 gyerekkel: elkérjiik az egyiket (a felénk

esot).

Yy X y X
Itt pl. us(y) jo lesz 4 utjelzének p(x)-ben y és = kozé, x pedig orokolheti p(x)
megfelel§ utjelzdjét.

. Ha nem létezik, akkor z-et &sszevonjuk valamelyik szomszédos (és igy kétgye-

rekes) testvérével.

Lehet, hogy ekkor az 1j x sziilgjének lesz csak 1 gyereke, tehat felfelé folytatni
kell. Hogyan ér véget az algoritmus?

— A sziil6 3 gyerekes volt, és most ketté maradt neki, ekkor megallhatunk.
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— Sikertilt elkérniink egy 3 gyerekes szomszédos testvér egy gyerekét, ekkor
is megallhatunk.

— Feljutunk egészen a gyokérig, toroljiik az 1 gyerekes gyokeret és igy csokken
a fa magasséga.

Hézi feladat meggondolni, hogy ez is megy O(logn) id6ben, minden lehetséges esetben
konnyd allitgatni az atjelz6 tablakat és a pointereket.
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7.3. B-fak

Tulajdonsagai:

° Minden nem-levél cstcsra igaz, hogy [%W < # gyerekek < B (kivéve han < [%W )

) Egy csticsban B — 1 utjelz6 van.

° Minden levél ugyanazon a szinten van.
. Minden miivelet a 2-3 fak mintajara megy, a lépésszam O(B - loggn).

Els6sorban kiils§ taraknal (pl. hard disc) hasznaljak. Ezek a tarolok 1 olvasés soran
egy egész lapot olvasnak be. Az tart sokaig, mig a fejet a megfelel lapra pozicionalja a
vezérlés. Az a cél, hogy minél kevesebb lapot kelljen olvasni ahhoz, hogy megtaléljuk a
tarolon keresett adatot. Ugy érdemes B-t megvalasztani, hogy a B—1 utjelzé és B+1
pointer elférjen egy lapon. Es persze a levelekben sem egy, hanem annyi egymés utani
rekordot tarolunk, amennyi rafér egy lapra.

Példa: Tegyiik fel, hogy egy lapra rafér 31 kulcs és 33 pointer, illetve 10 rekord. Ekkor
ha n = 10-23% ~ 43 milliard és B = 32, akkor a fa mélysége legfeljebb 8 lesz. Ha a felss 4
szintet a memoriaban taroljuk (ez maximum 323 + 322 + 33 = 33825 lap), akkor minden
miivelet legfeljebb 5 lapolvasas lesz (azaz legfeljebb 5-szor kell olvasni a winchestert).

7.4. Piros-fekete fak
Eredetik: Binaris faként tarolt 2-4 fak:

X X
é
@ - fekete
— piros
X ® Pt X
é

Tulajdonsdagas:
0. Bels6 tarolasu binaris kereséfa,
1. minden cstcsa piros vagy fekete; a fiktiv levelek és a gyokér feketék,
2. piros csucs sziilGje fekete,
3. hogy kiegyenstulyozott legyen a fa: minden x csticsara igaz, hogy barmely alatta

levg fiktiv levélig vezeté tton mindig ugyanannyi fekete cstcs van. Fzt x fekete
magassaganak hivjuk.
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Erdemes megjegyezni, hogy a fenti feltételek implicite tartalmazzak, hogy (*) ha egy
v cstcsnak csak egy valodi gyereke van, akkor az egy piros levél (v masik gyereke egy
fekete fiktiv levél, ezért v-nek csak piros valodi leszarmazottjai lehetnek, de a 2. és 3.
tulajdonsag miatt csak egy darab).

10. Tétel. Egy piros-fekete fa mélysége legfeljebb 2 - log(n + 1).

Bizonyitas: a piros csucsok fekete sziil6be valé behtzasaval. Ekkor minden fiktiv levél
mélysége ugyanaz lesz, és minden nem fiktiv cstcsnak legalabb két gyereke lesz, tehat
a mélység legfeljebb log(n + 1), mert egy n cstucsu binaris fanak n + 1 fiktiv levele van.
Mivel barmely Gton maximum minden masodik cstics lehet piros, ezért az eredeti mélység
ennek legfeljebb a kétszerese.

Mveletek:
Keresés(x,r): Ugyanugy kell megvalositani, mint egy tetszSleges binaris faban.

Egy kiegészitd bels6 miivelet a billentés, mely minden bindris kereséfaban értelmez-
hetd, és tobbszor fogjuk haszndlni:

Bill(z):

Bill(x)
—)

Konnyt végiggondolni, hogy ha egy altaldnos binaris kereséfara alkalmazunk egy Bil-
lentés mtveletet, akkor Gjra binéris kereséfat kapunk. Azonban piros-fekete faknal ez
nem mindig lesz jo, elronthatja a 2. és 3. tulajdonsagokat. Raadasul egy kicsit elrontott
piros-fekete fara akarjuk alkalmazni, ami azt jelenti, hogy egyetlenegy csticsra megenged-
jik, hogy a 2. tulajdonsag ne teljesiiljon. Gondoljuk meg, hogy a kovetkezs két esetben a
Billentés ilyenkor is alkalmazhato.

i) Ha y = p(x) és z is piros. Ekkor a 3. tulajdonsag nyilvan egy csicsra sem romlik el
és tovabbra is csak egy helyen nem fog a 2. tulajdonsag teljesiilni.

ii) Ha y fekete, x piros, de z testvére és y feldli gyereke (az abran a B részfa gyokere)
fekete. Ekkor azonban még at is kell szinezni x-et és y-t, hogy teljesiiljon a 3. tulajdonsag.
Lasd az abran, konnyt leellendrizni, hogy ezutan a 3. tulajdonsig valoban megmarad, a
2. se romlik el sehol, s6t, ha z-nek a baloldali a nevii gyerekénél volt elrontva, akkor az
meg is javul.
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Bill(x)
—)

@ - piros
@ — fekete

O - piros vagy fekete

Beszirds (s,r): A beszuras egy fekete szind z fiktiv levél (amit a Keresés (s, ) visszaad)
helyére torténik, alatta létrejon két uj fekete fiktiv levél. Ezt a cstucsot (z-et) pirosra kell
szinezniink a 3. tulajdonsig fenntartasa miatt.

Y~ y
\
\
\\ \.
~ X X
/N
’ \

Akkor van probléma, ha a beszirt x elem y sziilGje piros sziniti — ha fekete, vagy nem
létezik (2 az els6nek beszurt csics — ekkor feketére szinezziik), akkor készen vagyunk.
Ezen beliil harom esetet kiilonboztetiink meg:

1. eset: Ha y testvére piros. Ekkor atszineziink: y-t és testvérét feketére, y sziilGjét
(ha nem a gyékér) pirosra. Ezutan vagy készen vagyunk, vagy y nagysziilGje piros volt,
ekkor x := p(y) és folytatjuk felfelé az eljarast (ez legfeljebb O(logn) lépést jelent).

e

2. eset: Az y testvére fekete (lehet fiktiv levél is)
2a. eset: Ha p(p(z)) = z-nek az x bal-bal, vagy JObb—JObb unokaja. Ekkor 1 Billentés
utan leallhatunk.

Bill(y)
—
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2b. eset: Ha nem a 2a. eset all fenn. Ekkor is elég 2 Billentés:

17. Allitas. A 2a. esetben tett billentés, ill. a 2b. esetben tett dupla billentés utdin hely-
reallnak a tulajdonsdgok.

Osszefoglalva: Egy Beszuras (s, r) utdni helyredllitds legfeljebb O(logn) dtszinezés és leg-
feljebb 2 Billentés mivelettel megualdsithato.

Torlés(s,r): Elsszor végrehajtjuk a hagyoméanyos torlést, mely egy esetleges csere utan
torli ki az s csucsot, amelynek legfeljebb 1 gyereke van (jelolje ezt x; ha nincs gyereke,
jelolje = a helyére keriil§ fiktiv levelet). Ha s piros volt, akkor készen is vagyunk. Ha s
fekete, és a helyére keriil x piros, akkor z-et atszinezve feketére szintén készen vagyunk.
Az alfejezet elején tett (x) megjegyzés miatt, mindig ez az eset all fent, ha s nem valodi
levél volt.

Tehéat az az eset maradt, amikor s egy fekete valodi levél. Ekkor egy z fiktiv levél
keriil a helyére. Jeloljiik z-vel a torlés utan z sziil6jét, és y-nal a torlés utdn x testvé-
rét (ez nyilvan létezik, és nem fiktiv levél). Sajnos z-bdl az x felé lefele vezets utakon
eggyel kevesebb fekete cstcs van, mint az y felé lefele vezets utakon. Ekkor z-et tekintjiik
problémas csicsnak, neki kétszeresen feketének kellene lennie, hogy a tulajdonsagok tel-
jesiiljenek. Ezért adunk neki egy fekete pontot. Ezt a fekete pontot probaljuk meg felfele
vinni, ha felvittiik egy piros csiicsba, azt feketére szinezziik és leallhatunk. Ha pedig felér
a gyokérbe, és az fekete, akkor elfelejthetjiik (ekkor a fa fekete magassaga eggyel csokken).

1. eset: y piros. Ekkor z is és y gyerekei is feketék. Bill (y) utdn mér x 0 testvére
fekete, igy folytathatjuk a kovetkezs esettel, de most mér x sziilGje biztosan piros.

Bill(y) ®x
—

2. eset: y fekete. A fentiek miatt y nem fiktiv levél.
2a. eset: y gyerekei feketék. Ekkor szinezziik y-t pirosra, és a fekete pontot vigyiik at
x-18l z-re, és ha z fekete volt, akkor folytassuk felfelé az eljarast (kiilonben z-t feketére
szinezziik és leallunk).
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2b. eset: y-nak az x-szel ellentétes oldalon levé w gyereke piros. Ekkor Bill (y) utan w-t
feketére szinezve (valamint y és z szinét felcserélve) készen vagyunk.

[O%4

O Vagy piros, vagy fekete

2c. eset: y-nak az x-szel ellentétes oldalon levd gyereke fekete, a masik, a gyereke piros.
Ekkor egy Bill (a) segitségével visszavezetjiik az el6z6 esetre.

18. Allitas. Legfeljebb O(logn) wvizsgdlat és dtszinezés és felfele lépés utdn legfeljebb 3
Billentéssel megoldhato a mivelet.

Ehhez csak azt kell észrevenni, hogy egyediil a 2a. eset utan kell felfelé folytatnunk,
és csak akkor, ha z fekete volt. Az elsg eset utén (és persze a 2b., 2c. esetek utan) nem
keriiliink ebbe a részesetbe.

7.5. AVL-fak (Adelszon-Velszkij és Landisz)
Tulajdonsdgas:

° Binaris keresdéfa,
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o m(v) a v cstcs magassaga, m(f) = —1, ha f fiktiv levél,
|

° V. |m(bal(z)) — m(jobb(z))| < 1.

Ezen tulajdonsag ellenérzése és fenntartasa csticsonként 2 bittel biztosithato: 1. a bal
gyerek magasabb-e mint a jobb gyerek, illetve 2. a jobb gyerek magasabb-e mint a bal
gyerek.

Indukciéval kénnyen bizonyithatd, hogy ha ezek a tulajdonsidgok teljesiilnek egy d
mélységii fara, akkor ennek legalabb Fy,3 — 1 csiicsa van. Ebbdl kovetkezik, hogy a fa
mélysége legfeljebb 1,44 - [logn] lehet.

Mveletek:

Beszirds(s,r): Beszurjuk s-et, majd megkeressiik a legkozelebbi = Gsét, ahol a 3.
tulajdonsag elromlott; kdzben persze a fenti jelzSbiteket megfelelGen atallitjuk. Majd itt
egy szimpla vagy egy dupla billentéssel a tulajdonsig helyreallithato az alabbi médon:
1. eset: s az x bal-bal, vagy jobb-jobb unokajanak a leszarmazottja

2a. eset: s az x bal-jobb, vagy jobb-bal unokaja

X S
Bill(s) /.\‘
y — y x
S

Bill(9)

2b. eset: s az x bal-jobb, vagy jobb-bal z unokijanak val6di leszarmazottja

X Z

Y, Y,

AAAA

—
BI(Z) A A A
Nyilvanvalo, hogy egy besztrasnal az x elem helyének megkeresése legfeljebb [1,44 -
logn| fellépést kivan, igy az egész miivelet végrehajtéasa legfeljebb O(logn) bit atallitassal,
valamint legfeljebb 2 Billentéssel jar. Erdemes megjegyezni, hogy = megkeresését mar a
Beszaras el6tt, mikozben s helyét keressiik, konnyen elvégezhetjiik. Azonban ekkor is
az s és x kozotti csicsoknél kell allitani a biteket. Azonban x felett méar nem, mert a
billentések utan azok magassaga ugyanaz lesz, mint beszuras el6tt.
Torlés(s,r): Legfeljebb [1,44 -logn]| billentéssel megoldhato, lehet, hogy az egész fat
végig kell billegtetni (itt nem részletezziik).
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7.6. Onkiegyenstlyozé fak (S-fak; Sleator és Tarjan)

Itt is belsd tarolasi binaris fakat hasznalunk, azonban a kiegyensulyozottsagra nem te-
sziink explicit feltételt, amit fent kellene tartani. Helyette idénként billegtetiink, és majd
belatjuk, hogy atlagosan, azaz amortizaciés id6ben minden miivelet elég gyors lesz — azaz
O(logn) idejd.
Uj belsd maweletek:

Dbill (x): Kétfajta Duplabillentést kiilonboztetiink meg.

(a) Ha z a nagysziilének bal-bal, vagy jobb-jobb unokaja (és y = p(z)):

Bill (y), majd Bill (z).

A | 0N

(b) Ha = a nagysziilének bal-jobb, vagy jobb-bal unokaja:
Bill (z), majd jra Bill (x).

Aﬂ = £5 0%
Felbillegtet (z):

while p(p(x)) # nil
Dbill (z)
if p(x) # nil then Bill (x)

A felbillegtetés feltételezett hasznossaga hasonlit az ttfelezésére. Ha o mélysége h volt,
akkor Felbillegtet () utdan = minden leszdrmazottjanak mélysége |h/2]-lel csokken. Mas
cstucsok mélysége egy alkalommal akar 2-vel is nShet, de mivel ekkor z leszarmazottjava
valnak, ezért ezutan méar minden tovabbi dupla billentésnél csckkenni fog.

Az alabbiakban a vesszds miiveletek az Uj miiveletek, a vessz6tlenek a hagyomanyos
binaris faban végrehajtott mtveletek.

Keresés’ (x,r):
Kereseés (z, 1)
[F = nem fiktiv levél THEN Felbillegtet (z) ELSE Felbillegtet (p(z))

Beszuras’ (z,7):

Beszurés (x, r)
Felbillegtet (x)
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Térles’ (x,r):
z = p(y), ahol y az x megel6zdje (lasd az altalanos torlési algoritmust)
(y = x, ha x-nek legfeljebb 1 gyereke van)
Torlés (z, 1)
Felbillegtet (2)

Idd: Mindharom miivelet tényleges ideje nagyjabol kétszerese a Felbillegtet tényleges
idejének. A Lépést el6szor ugy valasztjuk meg, hogy annyi elemi 1épést tartalmazzon,
mint egy dupla billentés, és ezzel kielemezziik a Felbillegtet mivelet amortizacios idejét.
Majd végiil megduplézzuk a Lépés konstansat, ekkor egy miivelet tényleges ideje legfeljebb
2+ a Felbillegtetésnél végrehajtott (dupla vagy szimpla) billegtetések szama.

Potencidl:
x silya: w(x) ;= z leszdrmazottainak szama (sajat magat is beleértve)
x rangja: r(x) := [logw(z)]
A potencial: P :=> r(x)
11. Tétel. Al(Felbillegtet(x)) < 143 - (r(gydkér) —r(z)) <14 3- |logn] = O(logn).
Bizonyitas: Belatjuk minden egyes billentd lépésre, hogy teljesiil a fenti allitds megfe-
lelGje. Osszeadva ezeket egy teleszkopikus Osszeget kapunk, amelybdl minden tag kiesik,
kivéve 1+3-(r(gyokér) —r(z)). A tovabbiakban r jelli a billentés el6tti, mig 7’ a billentés
utani rangot.

1. Szimpla billentés: (y = p(x) gyokér):

Al <1+43-(r(y) —r(z)).

Ah A=A Oh

AP = 1'(2)++(y) —r(2) —r(y) = (4) ~r(z) < 1(y) ~r(x) < 3-(r(y) —r(z)), mivel
r'(x) =r(y)ésr'(y) <r(y) ésr(y) > r(z). Tehat Al = 1+AP < 143-(r(y)—r(x)).
2. (a) tipust Duplabillentés:
Be kell latnunk, hogy Al < 3-(r(z) — r(z)).
AP = 1'(2) +7'(y) + 7'() = r(z) — r{y) — r(z) < 2- ((2) = r(a)), mivel /(z) és
r'(y) <v'(x) = r(2), és ry) = r(x).
Ha r(z) > r(x) = ekkor 3+ (r(z) —r(z)) >2- (r(z) —r(x)) + 1> AP+ T1.
Ha r(2) = r(x) = r (ez az also-egészrész miatt lehetséges) = r(y) =r ésr'(x) =r.

Elég belatni, hogy 7'(z) < r, mert akkor AP < 2r +r/(2) — 3r < —1, és igy mivel
TI =1, ezért AI <3-0.
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a N\ o
7 V)=

a és [ jelentse a bal oldalon bejelolt adott részfak cstcsainak a szamat. Nyilvan a
jobb oldalon bejelolt részfak csucsszama is «, ill. (.

Ekkor: w(z) = a + f.
Indirekt tegyiik fel, hogy r'(2) = r = > 2". Mivel r(y) = r = «a > 2", innen:
a+f>2"" = ¢y'(x) > r+ 1, ami ellentmondas.

3. (b) tipust Duplabillentés:

Minden a 2. ponthoz hasonléan megy.

1. Billentés(x)

2. Billentés(x)

Most 7’(y) < r vagy r'(z) < r -et kell megmutatnunk.

Indirekt tegyiik fel, hogy 7' (y) =r'(z) =r =« >2", 3> 2" = r'(z) > r+ 1, ami
ellentmondas.

Végsd elemzés. Most duplazzuk meg a Lépés konstansat.

Al(Keresés’) < AP(Keresés) + AP(Felbillegtet) 4+ 2 + T'I (Felbillegtet)
(mivel TI(Keresés) belefér a Felbillegtet tényleges idejébe). Igy, mivel AP(Keresés) = 0,
ezért Al (Keresés’) = O(logn).

Al(Torlés’) < AP(Torlés) + AP(Felbillegtet) + 2 + T'I(Felbillegtet)
(mivel TI(Térlés) belefér a Felbillegtet tényleges idejébe). Igy, mivel AP(Térlés) < 0,
ezért AI(Torles”) = O(logn).

AlI(Beszuras’) < AP(Beszuras) + AP(Felbillegtet) 4+ 2 + T'I (Felbillegtet)
(mivel T1(Besztras) belefér a Felbillegtet tényleges idejébe). Igy, ha belatjuk, hogy
AP (Beszuras) = O(logn), akkor Al (Besziras’) = O(logn).
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x beszirasakor w(y) csak akkor né, ha = az y leszarmazottja. r(y) csak akkor né, ha y
a gyokérbdl x-be vezetd tton van és w(y) = 2% — 1 alaki volt. Mivel az tton felfelé w(y)
szigortan né = csak < |logn] ilyen lehet (k =1...[logn|) = AP(Beszuras) < logn.

Osszegezve: Minden miivelet amortizaciés ideje O(logn).
Ez az adatstruktira nagyon jol alkalmazhato példaul a Szétvdg (S, a) miveletre is: a-t
felbillegtetjiik és a két részfa lesz a megoldas.

1. Megjegyzés. Az elemzés szo szerint meqy akkor is, ha a szdtdrelemekhez sajdt po-

zitiv egész sulyok tartoznak, ezek dsszegére felsd becslés az m, és w(x) definicidjdban a
leszarmazottak sajdt sulyait adjuk ossze.
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8. Hashelés

Cél: A szotarmiveleteket akarjuk megvaldsitani ugy, hogy éatlagosan jo megoldést kap-
junk. Ehhez elszor is egy olyan h : U — [0,1... M — 1] fiiggvényt keresiink, amely
az © € U elemekre ad egy cimet. A célunk az, hogy ezen a cimen taroljuk z-et. M-et
tablaméretnek hivjuk, N pedig az aktualisan tarolt adatok szamat jeloli; és o := %

Az az egyik — intuitive nyilvanvald — cél, hogy a h fiiggvény egyenletesen teritse szét az
inputokat, vagyis Pr(h(z) = i) ~ 1; legyen minden ¢ < M szamra. Ha itt a valoszintiség
az univerzumon egyenletes eloszlas szerint értendd, akkor errdl persze altalaban konnyt
gondoskodni. Azonban itt a valoszintiséget az inputnak érkez6 kulcsokon kell érteni,
amelyeken egy (altaldban el6ttiink csak legjobb esetben is koriilbeliil ismert) eloszlas van,
amely szerint érkezni fognak. Az elemzésekben fel fogjuk tenni, hogy sikeriilt olyan hash
fiiggvényt talalni, amelyre a Pr(h(z) = i) = 7 feltétel (x) teljesiil. Persze az igazi véletlen
nem jo, minden K kulcsra és minden végrehajtaskor h(K)-nak ugyanazt az értéket kell
visszaadnia. Azonban ez a megkivant ,véletlenszertiség” se garantal énmagaban tul nagy

sikert, mint azt a jol ismert sziiletésnap paradoxon mutatja.

Sziiletésnap paradoxon: Ha N > +/In4 - M és h egy véletlen fliggvény, akkor legalabb
3 valoszintséggel lesz olyan x # y, hogy h(z) = h(y). Ezt dtkizésnek nevezziik.

Két dolgot vizsgalunk: hogyan keressiink jo hash fiiggvényt és hogyan kezeljiik az
iitkozéseket.

Persze mindenekel6tt az U univerzum elemeit valahogyan természetes szamokra cél-
szerd leképezniink. Ez &altaldban konnyen megoldhato tgy, hogy kiilonbozd kulesoknak
kiilonboz6 szamok feleljenek meg. Ezt a tovabbiakban feltételezziik, tehat innentdl ugy
tekintjiik, mintha U elemei legfeljebb O(|U|) nagysagi természetes szamok volnénak.
Persze ez nem mindig egyszertien megoldhato, pl. lehetnek az univerzum elemei bizonyos,
legfeljebb 32 hosszu stringek. Megjegyezziik, hogy ilyenkor a gyakorlatban jol hasznal-
hatoak (az univerzum egész szamokra leképezéséhez, de akar végleges hash fiiggvényként
is) a kiilonbo6z6 ellenérzd-6sszeg szamold eljarasok (pl. a szabvany CRC 32 bites egészekre
képez, az Mdbsum 128 bitesekre). Persze a célunk igazabol injektiv leképezés megtalalasa,
de az alkalmazasokhoz elég, ha minden természetes szdmnak kevés Gsképe van.

8.1. Klasszikus hash fiiggvények

A cél gyorsan szamolhato h fliggvény keresése, melyre a (x) feltétel ,varhatoan” nagyjabol
teljesiil.

1. Oszté-modszer:
h(K) = K mod M , ahol K a kulcs (egy szam) és M egy prim.

2. Szorz6-modszer:
A
h(K) = HW : K} MJ , ahol {} a tortrész, M = 2™ és W = 2% alaku (altalaban w

a word RAM gépiink szohossza). Ilyenkor a W-vel valo osztés, a tortrész, az M-el
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valo szorzas és az egészrész bitléptetésekkel /levagasokkal gyorsan megvaldsithato;
igazabol csak az A - K szorzas kiszamitasa igényel 1ényeges idét.

Az A érték megvalasztasa: az lenne a legjobb, ha % = A < 1 irracionélis lenne, de
persze ez nem lehet.

Szemléltetés: egy egységnyi keriiletd koron K-szor mérjiik fel egymés utan A-t.

2 8l

3l
7

4 6l

12. Tétel. (T. Sos Vera): Ha X\ irraciondlis, akkor a szomszédos pontok kozétti
tavolsdagok dsszesen 3 félék lesznek és a kovetkezd {(K + 1) - A\} az egyik legnagyobb
et osztja ketté.

Ezen beliil a legegyenletesebb akkor lesz a felosztas, ha A = ‘/32_1, ekkor a legnagyobb
intervallumot a kévetkezs elem az aranymetszés aranyaban osztja fel.

Ezek alapjan A megvalasztasa: ugy vélasszuk A-t, hogy % ~ @ ~ 0,618 legyen.

3. Altalanos:

Tulajdonképpen barmilyen, gyorsan szdmolhaté alvéletlenszam-generator megfelel.

8.2. Utkozések feloldasa
8.2.1. Lancolt (v6dros) hashelés

L

he=| o[ .. —__T=[_Tni]

M-1] |
LISTAFEJEK

Képzeljiink el M db vodrot 0..M — 1 cimkékkel, a K kulcsot a h(K) cimkéji vodorbe
rakjuk. Egy-egy vodrot lancolt listaban tarolunk. A lancolt lista adatrészei:
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° egy-egy teljes rekord, vagy
mutatd a rekordra és a rekord kulcsa

Keresés(K): a h(K)-adik vodrot végigjarjuk.

Beszirds (K):
° Ha tudjuk, hogy nincs a tablaban, akkor a h(K)-adik lista elejére szurhatjuk (1
lépés).
° Ha nem tudjuk, akkor végigjarjuk a listat, és ha nem talaltuk, akkor a végére be-
szurjuk.

Torlés (K): egyszerii (keresés kozben az el6z6 elemet megjegyezziik).

Ido:

A Lépést ugy definialjuk, hogy beleférjen egy kulcs és egy pointer kiolvasésa és a h(K)
fiiggvény kiszamitasa.

C'y: a sikertelen keresés varhato Lépésszama, ahol h(K) = i pontosan ﬁ valoszint-
séggel minden i-re. (Megjegyzés: az (N + 1)-edik elem beszurasa Lépésszamanak is ezt
tekinthetjiik.)

Cy: a sikeres keresés varhato Lépésszama, ha minden tarolt elemet % valoszintiséggel
keresiink. Ennek becsléséhez mar fel kell tenniink, hogy az eddigi Beszturasoknal igaz
volt, hogy a beszirand6 kulcsokra Pr(h(K) = i) = +; teljesiil minden i-re. (A késsbbi
elemzéseknél a C) becsléséhez is fel kell ezt tenni a régebben Besztrt kulcsokra is, itt
még nem.)

Emlékeztets: a = %
Legyenek ko, k1,...ky—1 a kialakult lancok hosszai, nyilvén ezek atlaga a.
M-1
1
Ekkor: C = k; =—+1=1
or: Cly ; M( +1 —|— + a.

A &; valoszintiségi valtozo jelentse azt, hogy az i. elem beszirasahoz hany lépést tettiink
meg (a keresése is ennyi 1épés lesz).
Ekkor: E(&§) = Cj_, ¢s Cy = E(X &) = v+ 2 E(&) = + > Cj_; a varhato érték

linearitasa miatt. Innen:

N . N . N-(N—1)
1 1—1 1 1—1 —a N -1 o
CN:ZN(“ M):”NZ(M):” N T Yty

i=1 =1

A késébbiekben sziikségiink lesz még az alabbi kovetkezményre is:

E(ZH)=2E(ZML) B (Y k) =2 E(Z@) _

N2 - N
:N+T<(1+O¢)-N.
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A ldncolt hashelés eldnyei:

° egyszerd,

) mindig tudunk 14j elemet berakni, azaz nem telik be (amig tudunk helyet foglalni a
memoriaban),

° a nagyon sok elemet tartalmaz6 vodorbe nem megy nagyobb valoszintiséggel elem,
mint egy iires vodorbe,

° kénnyt torolni,

. ha példaul a =~ 1, akkor Cy = 1,5 és Cy = 2,

° kiils6 taras megoldasként kifejezetten jo. Ekkor a listafej tomb a memoridban van,

a pointerek a kiils§ tar lapjaira mutatnak, és egy lapon annyi rekordot tarolunk,
amennyi elfér (meg egy pointernek is kell hely!). Példaul ha egy lapra 10 rekord fér
és a-t 8-nak valasztjuk, akkor a lapelérések varhaté szama sikeres keresésnél 1,4,
beszirasnal 1,8 alatt marad.

° Ha sokkal tobb keresés van, mint egyéb miivelet, akkor célszerd lehet a lancolt
listakat valamilyen értelemben rendezve tarolni.

e  Ha kulcs szerint novekvGen rendezve taroljuk, az a sikertelen kereséseket gyor-
sitja meg, ha a lancban nagyobb kulcsot taldltunk, mint a keresett, akkor
megallhatunk.

e Ha tudjuk a keresési valoszintiségeket, és ezek szerint csokkend sorrendben
taroljuk a rekordokat, akkor a sikeres keresések varhato ideje lesz kisebb.

e Ha ezeket nem tudjuk, de feltessziik, hogy egy id6ben alland6 eloszlas altal
determinaltak, akkor érdemes mindig a megtalalt rekordot a lista elejére rakni.

e  Ha az ismeretlen eloszlas id6ben is valtozik, akkor a legjobb recept az, hogy a
megtalalt rekordot cseréljiik fel a megel6zével (lasd a [4] konyvben).

Hdtranya:
° nagy memoriaigény: M + N darab pointer kell (kiils§ tarolasnal kevesebb),
° minden beszurasnal 4j memoriarekeszt kell allokalni, és f6leg egy lista elemei Gssze-

vissza lesznek a memoriaban, ezért a listan végigmenés a gyakorlatban elég lassu
(nem tudjuk jol kihasznalni a gyorsitotarat). Ez persze javithato tobb tarat hasz-
nalva, ha egyszerre tobb elemnek foglalunk egy vodorben helyet.

8.3. Nyilt cimzés

A nyilt cimzéses modszerekben koézos, hogy mindig egy fix tablat hasznalunk (t6mbot) és
feltessziik, hogy N < M —1 (mindig hagyunk egy iires helyet, hogy a sikertelen keresésnél
ne kelljen két feltételt vizsgalni).
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A hash fiiggvény: h : U — [0, M — 1] mellett tobb masik hash fiiggvényt is hasznalunk:
hi:U—[1,M —1],aholi=1,...M — 1 és hg = 0.

A kovetkezd tgynevezett ,keresési sorozatot” vizsgaljuk:
h(K)—ho(K),h(K)—hi(K),...h(K)=hp_1(K) mod M, ahol a hy(K), ho(K), ... hy—1(K)
sorozat kotelezGen az 1,2,... M — 1 egy permutéaciéja minden K-ra.

Keresés: kiszamitjuk a sorozatban adott cimeket addig, amig vagy megtalaljuk a
keresett elemet, vagy pedig taldlunk egy iires helyet az adott tablaban (ekkor nincs benne).

Beszirds: ahol a sikertelen keresés ledllt: a sorozat elsg iires helyére.

Megjegyzések.
e A nyilt cimzés név onnan szarmazik, hogy nincs elére eldontve, hogy hova rakjuk az egyes
elemeket.
e Annal jobb lesz az eredmény, minél "véletlenebb" a permutacié minden egyes K kulcsra.

8.4. Linearis hashelés

A masodik hash fliggvény: h; = i. Ennek el6nye, hogy nem fiigg a kulcstél, igy nem
kell kiszamolni. Ha a tombben felfelé 1épkedve elériink a legfelsé elemig, akkor alulrol
indulunk tovabb. (Ezért szerepel a hash fiiggvényben kivonas Osszeadés helyett, a 0-val
gyorsabban tudunk 6sszehasonlitani.)

h(K)

Elony:
° Gyors és egyszerti.

Lépésszdmok: Cy = 5 - (14+ =) és Cy =1+ (1+ (5)?).
Cy és C'y néhéany értéke:

a | 3 [5]08]09
Cy|15]2] 3 |55
V125513 (505




Hatrdnyok:

° Ha kialakul egy hosszu telitett rész (ldnc), akkor nagy annak a valoszintsége, hogy
a kovetkezd elem is ebbe a lancba érkezik.

° A lancok 6ssze tudnak néni (tehat nagyon érzékeny a jo h valasztasara, az ismeretlen
input eloszlas korrelacioi is fontosak).

° Ha nincs elére jo becslésiink N maximalis értékére és emiatt betelik a tabla, akkor

nincs jobb megoldéas, mint felvenni egy 1j, praktikusan kétszer akkora tablat (és
persze egy 0j h fliggvényt), és oda tjra egyesével behashelni az eddigi elemeket. FEz
minden nyilt cimzéses modszerre igaz.

Ez azonban nem olyan nagy baj, ha amortizalt idében szamolunk. S&t, érdemes mar
pl. N > M/2 esetén 1j, kétszer akkora tablat nyitni.

Gondoljuk meg az alabbiakat (erre a gondolatmenetre még sziikségiink lesz késébb
is). Ha a végs6 tabla mérete M, akkor N > M /4. Az Osszes tablank egyiittesen <
2444+ ...+ M < 2M < 8N helyet foglal el. A beszirasok Osszes szama (beleértve az
1j tablakba valo beszurasokat is) legfeljebb N plusz a kisebb tablaméretek Osszegének
(24+4+...M/2 < M) fele, ez pedig legfeljebb M/2 + N < 3N. Tehat egy elemet
atlagosan maximum haromszor szirunk be (egy maximum 50%-os telitettségi tablaba).
Egy 1j tablaba valo atpakoléskor persze a régi tablan végig kell menni, hogy ,0sszeszedjiik”
az addig besztrt elemeket, de ez is csak 2+ 4 + ...+ M/2 < M < 4N lépés.

Ennél a moédszernél még elég egyszertien lehet térolni.
Torlés: Az okoz gondot, ha a késébbiekben egy olyan K’-t keresiink, hogy K’ a torolt
elem felett (ciklikusan értendd!), h(K’) pedig alatta van.

I3
Ky

torolt

— h(K)

Megoldas: Elindulunk a toérolt elemtdl felfelé. Ha gondot okozo K’ elemet talalunk, azt
nyugodtan atrakhatjuk a torolt elem helyére, és K’ eredeti helyét tekintve torolt helynek,
rekurzivan folytatjuk az eljarast. Ha viszont elériink egy {ires helyet, akkor nyugodtan
megéllhatunk, mindent rendbe raktunk.

8.5. Dupla hashelés

Itt a h mellé csak egy darab b’ hash fiiggvényt keresiink, melyre h'(K) € [1, M — 1] és
minden K-ra relativ prim M-hez. Legyen h;(K) =i - h'(K).
Ez a modszer akkor lesz igazan jo (amit a tovabbi elemzésekben fel is tesziink), ha

Pr(h(Kl) = h(K3) és W (K;) = h’(K2)> ~ % teljesiil minden K # Ks-re.

M(

Oszto-mddszer: M' < M legyenek ikerprimek és h'(K) := 1+ (| £ | mod M").
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Megjegyzés: a K mod M kiszamolasakor a L%J értéket is kiszamoltuk. A +1 pedig azért kell,
hogy i - h' biztosan ne legyen 0.

Szorzo-mddszer: Jelolje a az AK szorzatnak a h(K)-t kovets m bitjét. h'(K) := a or
1 (az utolso bitjét 1-re allitjuk, igy nem lesz 0 és biztosan relativ prim lesz a ketté-hatvany

M-hez).

AK
[hK) [ a Jf ]

N7

m

Lépésszamok: Cy = é . (ln ﬁ) és Cy = ﬁ A alfejezetben lathato, hogy ezek a
fliggvények miért ,szeretnek” kijonni.

Cy és Cy néhany értéke:

o | 3 | § [08]09
Cy | 1,39 [ 1,65 | 2,01 | 2,56
cul 2 | 3 | 5 | 10

Megjegyzés: Ez egy elég j6 modszer (ha h és I/ teljesitik a feltételeket), ennél sokkal jobbat nem
is igen varhatunk a nyilt cimzéseken beliil.

Torlés dupla hashelésnél: Az el6z6 triikkkot itt nem alkalmazhatjuk. Amikor torliink
egy elemet, akkor egy specidlis szimbolumot helyeziink el a helyére, ami azt jel6li, hogy az
adott elem torolt. A beszirésnal ide beszarhatunk, de a keresésnél tovabb kell 1épniink.
Az a probléma, hogy sok torlésnél gyorsan megtelik a tabla ilyen szimbo6lumokkal.

8.6. A dupla hashelés Brent-féle valtozata

Ennél a modszernél Cy — 2,49, ha a — 1. A beszirasnal némi plusz munkat végziink,
hogy a majdani kereséseket gyorsitsuk. Jo pl. program forditasa soran szimboélumtabla
épitésére.

Megoldas: Ha a beszurandd K kulcsot be tudom rakni az els6 vagy a méasodik helyre,
akkor berakom. Kiilonben sima berakasnal az ¢ keresése mar legaldbb harom lépés lenne.
Legyen a h(K) helyet elfoglalo kulcs K. Ha Kj-et eggyel hatrébb tudom rakni a keresési
sordban, akkor K keresésén 1-et rontunk, de legalabb 2-t javitunk K keresésén.

Az algoritmus ez utan is mohé modon folytatodik. Ha K;j-et nem sikeriilt a h(K) —
R (K1) helyre rakni, akkor utdna K-t probéaljuk a h(K) — 2h/(K) helyre rakni, ha ez se
megy, akkor Ki-et a h(K)—2h'(K;) helyre és K-t a h(K) helyre, ha ez se megy, akkor Ko-t
(akia h(K)—h (K) helyet foglalja) probaljuk eggyel hatrébb rakni a h(K)—h'(K)—h'(K3)
helyre és K-t berakjuk a h(K) — h'(K) helyre, és igy tovabb.
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8.7. Egyenletes hashelés

Az egyenletes hashelés egy idealizalt elméleti modell, nem tartoznak hozza algoritmu-
sok. Azt tessziik fel, hogy barmely pillanatban barmely régzitett N helye a tablanak
egyforma, azaz 1/ (%) valoszintiséggel foglalt. Cserébe viszont itt a 1épésszam-elemzések
egyszertek, és lathatjuk, hogy hogyan és miért jonnek ki a dupla hashelésnél megismert
lépésszamok. Ugyanigy elemezhets a kissé jobban kézzel foghaté uniform nyilt cimzés is,
amikoris azt tessziik fel, hogy minden kulcsra a h(K) — ho(K), h(K) — hy(K), ... h(K) —
hara(K) mod M keresési sorozat 1/M! valoszintiséggel veszi fel barmely permutacio ér-
tékét. Ekkor ugyanis egy elem beszurdsakor mindegy, hogy éppen melyik N sora foglalt
a tablazatnak, mivel egy véletlen permutécié altal adott keresési sorozat mentén probal-
gatjuk beszurni, ez ugyanaz, mintha egy fix sorrend mentén akarnank besztrni, viszont
barmely N sor egyforma valoszintiséggel foglalt.

P, := Pr( Az (N + 1)-edik elem beszuraséhoz pontosan k keres6lépés sziikséges) =
(Nj\f;fl) / (%) = (Mj‘f;[k_l) / (%) Ugyanis legyen az N + 1. elem keresési cimsorozata
hi,..., hg,.... Ha a beszurashoz k keres6lépés kell, az pontosan azt jelenti, hogy a tab-
laban hq, ..., hi_1 cimek foglaltak, mig a hy cim szabad. Az elején tett feltevés szerint

ennek valdszintisége pedig pont ( Nj‘f ;fl) / (A]\/,[) Felhasznélva, hogy a valdszintiségek Gsszege

1, azaz hogy 224:1 P, =1, kapjuk:

Ckzik‘-Pk=M+1—§:(M+1—k).pk:
k=1 k=1

we-Beon(50) /() -

e g (153 /() -

M+1—(M—N)-(MA_4;\;:_1)/(%) —

verman (1) /()

M+1 M+1
Ma1—(M—N)- _
1= M NEl - M-N+1

N 1
+ ~
M-N+1 11—«
Ez alapjan a sikeres keresés varhato lépésszéma is meghatérozhato a lancolt hashelés-
nél latott alapelv alapjan:

1 =l+a+a’+a’+...

N-1

1 M+l (1 1 1 1
C —_ . C/: . PR N _—_— =
Ve 2 Gs Ty <M+1+M+M—1+ +M—N+2>

k=0
M+1 1 1
N (Hys1 — Hy-nir) = o In

Y

l—«
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ahol H,, a természetes szamok reciprokdsszege n-ig, amirdl ismert, hogy H, ~ Inn+1y,
ahol v az Euler-allandé.

8.8. Univerzalis hashelés

Otlet: A hash fiiggvényt valasszuk véletleniil egy elegendden nagy halmazbol.
H:U — [0, M — 1] : legyen hash fiiggvények egy halmaza.

‘H univerzalis, ha VK, # Ky € U -ra : Pryey (h(Kl) = h(K2)) < %

Egy egyszerd konstrukcio: Feltessziik, hogy M prim, és K-t felirjuk M alapa szém-
rendszerben:

K =3 _qxi- M ahol 0 < z; < M és r-et ugy valasztjuk, hogy K < M"*! minden
kulcsra.

Legyenek ag, ay, ...a, € [0, M — 1] véletlenek és fiiggetlenek.

hao,...ar (K) = Z;:() a; - v; mod M. H := {hao,...aT}Ogao,...ar<M~

13. Tétel. Ez univerzilis, vagyis Pr(z a; - x; mod M = > a; - y; mod M) = %, ha
legalabb egy j-re x; # y;.

Bizonyitas: ha K; # K, (és x; reprezentéalja Kj-et, y; pedig K-t), akkor valoban 37,
hogy x; # y;.

Elég belatnunk, hogy a fenti egyezés feltételes valoszintisége 1/M minden rogzitett
g, A1, ... Q5_1,Qj41, - - - ap Ertékre.

Ha egyezés van, akkor: a;(v; —y;) = — >/ ;5 @i(®i — yi) mod M. Mivel z; —y; # 0
és a jobb oldal a feltételes valoszintiségben (rogzitett a;-k esetén, i # j) egy rogzitett
szam, gy egyetlen a; létezik, ami kielégiti a kongruenciét.

Megjegyzések:

e Igazabdl ezt csak gyengén univerzalisnak szokas hivni, az er@sen univerzalis H csalad definici-
6ja: VK1 75 Ko €U -raésry,ro < M-re: PrheH(h(Kl) =r A h(KQ) = 7‘2) = ﬁ

e A fenti konstrukcié apré médositasa ezt is tudja, ha még valasztunk egy véletlen 0 < b < M
szamot is, és ezt hozzaadjuk modulo M.

e Néha sziikség van arra, hogy ne csak paronként legyenek fiiggetlenek. Ha Prheq{(h(Kl) =
T A ... ANh(Ky) = rk) = ﬁ teljesiil, akkor k-univerzalis fiiggvénycsaladrol beszéliink. llyet
latszélag konnyi csinalni, ha a fenti linearis fiiggvények helyett k-adfokd polinomokat vesziink.
Azonban a fliggvények gyors kiszamithatésaga is kovetelmény.

e Ezért nagyobb k értékekre mar talzott az ilyen preciz elvaras, igy helyette a (¢, k)-univerzalis
fliggvényeket szokas hasznalni, itt az egyenl8ség helyett csak azt koveteljiik meg, hogy a vals-
szinliség legfeljebb 17 legyen.

8.9. Tokéletes hashelés

A Fredman, Komlés és Szemerédi altal kitalalt technikanak részletesen csak a statikus
valtozatat vizsgéaljuk, a dinamikusroél csak roviden tesziink emlitést. Cél: adott egy N
elemt ismert, fix szotar. Epitsiink fel O(N) varhato idében egy O(N) tarhelyet foglalo
struktarat, hogy utdna minden (sikeres ill. sikertelen) keresés ideje biztosan O(1) legyen.
Ezt a latszolag lehetetlen feladatot részint a hashelésnél eddig is hasznalt feltevések (h
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kiszamitasat konstansnak tekintettiik, és feltettiik, hogy egy kulcs elfér egy memoria-
rekeszben, azaz a word RAM modellben dolgozunk) miatt lehet megvalositani, méasrészt
a felépits algoritmusunk randomizalt lesz, tehat csak a varhato futasi ideje lesz lineéris.

ElGszor is rogzitiink egy M > N primet, valasztunk egy h univerzalis hash fliggvényt,
és egy segédteriiletre lancolt hasheléssel behasheljiik a szotar elemeit. Ezutan kiszamitjuk
a lancok k; hosszait, ¢s ellendrizziik, hogy > k? < 4N igaz-e. Ha nem, akkor j h
fiiggvényt sorsolunk, djra hasheliink, ellenérziink, s.i.t. Ha teljesiil, akkor folytatjuk a
masodik résszel.

Miel6tt a mésodik részt részleteznénk, el6bb nézziik meg az elsé rész varhato futasi ide-
jét. Mint mér bizonyitottuk, F (3 k?) < 2N, mivel a < 1. Ezért a Markov-egyenl6tlenség

miatt Pr((z k?) > 4N) < 1/2. Tehat maximum 1/2 valoszintiséggel kell masodik h fligg-

vényt sorsolni, maximum 1/4 valészintiséggel kell harmadikat, s.i.t., tehat az egyébként
linearis id6ben végrehajthato hashelést (egy szotar elemeit szarjuk sorba be, tehat lehet
az 1j elemet ellendrzés nélkiil a lancok elejére rakni) varhatoan kevesebb, mint kett&szor
hajtjuk végre.

Megjegyzés: |gazabdl az sem baj, ha az inputban egyes szétarelemek tobbszor is szerepelhetnek. A
(Z kf) > 4N feltétel ekvivalens azzal, hogy %(Z ki(k; + 1)) > %N, tehat azt is megtehetjiik, hogy
mindig ellenérzéssel (és igy a végére) szarunk be (persze csak ha nincs mar benne), és szamoljuk,
hogy az egyes elemek hanyadikak lettek a lancukban. Ha ez az Gsszesitett szam meghaladja az %N—et,
akkor az egészet eldobjuk, @j h-t sorsolunk, és eldlrél kezdjiik.

A végss struktira ugy fog kinézni, hogy egy 0-tol (M —1)-ig indexelt T" tombben
nem lancfejek lesznek, hanem az i. soraban néhany szdm, és egy link egy 7T; hashtéblara,
melynek mérete M; > kf A T, tabla tartalmazza a lancolt hashelésnél az i. lancba

keriilt elemeket. Ezekbe a tdblakba tjabb univerzalis h; = Z;;O ag-i) . xg-i) mod M; hash
fiiggvényekkel hasheljiik be ezeket az elemeket, ahol wgi) a K kulcs szamjegyei M; alapt
szamrendszerben. Arrol fogunk gondoskodni, hogy egyaltalan ne legyen iitkozés. Tehat
minden i-re a kisorsolt h; fiiggvénnyel behasheliink a tablaba, és ha egyszer is iitkozés
van, akkor a tablat kitiritjiik és 0j h; fliggvényt sorsolunk. Annak a valészintisége, hogy
van olyan két kiilonbo6zd kules, melyek iitkdznek, legfeljebb 1/2, mivel (kZ) par van, és egy
par 1/M; < 1/k? valoszintiséggel iitkozik. Tehat az ismétlések varhato szama itt is ketts
alatt van. ‘

A T tomb i. soraban taroljuk k; és M, értékét, az agz) értékeket (ezek Osszhossza
ugyanannyi, mint egy kulcsé), és a pointert a T; tablara. Persze k; < 1 esetén nem
érdemes kiilon tablat tarolni. Koénnyd latni, hogy ez dsszesen O(N) tar. (Megjegyzés:
az univerzalis hashelés fentebb targyalt konstrukciojanal feltettiik, hogy az M, szamok
primek. De ismert, hogy minden szdmhoz van nem sokkal nagyobb prim. Maésrészt
léteznek masfajta, nem prim M;-kre is miikods univerzalis hashelések is, ott M; = k? is
valaszthato (lasd az [I] kényvben)).

Vilagos, hogy ezutan a Keresés (K) igy megy: kiszamitjuk i = h(K) értékét. Kiol-
vassuk T'(i)-t, kiszamitjuk h;(K)-t, és megnézziik, hogy a T; tabla ennyiedik soraban K
van-e. Ha igen, megtalaltuk, ha nem, akkor K nincs a szotarban. Ez persze O(1) lépés.
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8.9.1. Dinamikus tokéletes hashelés

Meglepd modon ez a modszer kiterjeszthetd dinamikus szotarakra, még torlésekkel egyiitt
is. Itt a célzott és elért 1épésszamok a kovetkezdk: a Keresés tovabbra is legrosszabb
esetben O(1) lépés. A Beszuras és Torlés amortizdcids idejének a vdrhatd értéke pedig
szintén konstans. Es folyamatosan csak O(N) tarat akarunk hasznalni (N most is az
aktualisan a szotarban levd szavak szama).

A dinamikus valtozat alapelvei: Fent kivanjuk tartani, hogy N < M < 2N, ahol M
a T tomb mérete. Beszuras (K) esetén, ha N > M lenne, akkor elGszor is 0j strukturat
készitiink: M-et megkétszerezziik, és az eddigi szotar elemeit a statikus esetnél latott
modon atrakjuk az 4j strukturaba.

Ha K helye iires a megfelels T; tablaban, akkor berakjuk. A T tablaban k; mellett
az aktualis T; tabla M; méretét is taroljuk, de ilyenkor csak k;-t frissitjiik. Ha K-t
nem tudjuk berakni a T} tablaba, mert iitkozne, akkor két eset van. Ha az aktualis M;
legaldabb négyzete az aktualis k;-nek, akkor uj h; fliggvényt sorsolunk. Ha nem, akkor
M; értékét megduplazzuk (illetve vélasztunk a kétszeresénél picit nagyobb primet), és
ellendrizziik, hogy a > M; érték meghaladta-e 4M-et. Ha igen, akkor a fentiek szerint M-
et megkétszerezziik, és az eddigi szotar elemeit a statikus esetnél latott modon atrakjuk
egy Uj strukturaba. Ha nem, akkor a régi 7T; elemeit 0 h; valasztaséval atrakjuk az aj,
kétszer akkora T; tablaba. A Torlés (K) siman megy, de ha N < M/2 lett, akkor M-et
megfelezziik, és az eddigi szotar elemeit a statikus esetnél latott modon atrakjuk egy 1j
struktiraba.

8.10. Kakukk hashelés

Ezt a praktikus modszert Pagh és Rodler fejlesztette ki 2001-ben. Mi csak vazlatosan
targyaljuk.

Vélasztunk egy megfelelGen univerzalis (1d késébb) fiiggvénycsaladot, és ebbdl fiigget-
leniil két fiiggvényt, hi-et és ho-Gt. Azt kivanjuk fenntartani, hogy ha K € S, akkor a
tablaban vagy a hi(K), vagy a he(K) indexd helyen legyen, igy a Keresés O(1), mivel
csak két helyet kell ellenérizniink.

A Beszuras (K) lényegében igy torténik: ha K ¢ S, akkor berakjuk a hy(K) helyre, az
onnan kiturt elemet tekintjiik ezutan K-nak. Ennek van pontosan egy masik lehetséges
helye, ezért odarakjuk, és most mar az onnan kiturt elemet tekintjiik K-nak, és folytatjuk.
Ha egyszer is iires helyre rakjuk be, akkor sikeresek voltunk és megallunk.

Ez persze nem csak hogy sokaig tarthat, de végtelen ciklusba is keriilhet. Ezért jol
beallitunk egy MAXLOOP nevii paramétert, és ennyi kitaras utdn mést kell csinalnunk.
Ez pedig 1) tabla felvétele, Gj hy és hy sorsolédsa, és minden elem athashelése a fenti
modszerrel az ) tablaba. Ha tablank elég iires, akkor az 4j tdbla ugyanakkora, kiilonben
pl. kétszer akkora.

Talan érezhets, hogy a modszer egyszertisége ellenére az elemzés nem lehet trivialis.
Az eredeti verzioban MAXLOOP= 3log,,. N és (2,2-MAXLOOP)-univerzalis csaladot
hasznaltak.

Az alapelvet azonban szeretnénk bemutatni. Egy Besztras (K) miveletnél definialjuk
a kakukk-grafot, ennek csucshalmaza {0, ..., M—1}, és SU{K } minden eleméhez tartozik
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egy él, ami a két lehetséges helyét koti Ossze. Azt szeretnénk, hogy két tetszdleges fix index
csak kis (azaz O(1/N)) valoszintséggel legyen egy komponensben. Ezért indukcioval
bizonyitjuk a kovetkezd lemmét.

1. Lemma. Minden @ # j indexre, { > 1 egészre, és ¢ > 1 waldsra, ha M > 2cN,
akkor annak valoszinisége, hogy a kakukk-grdfban i és j kozott vezet pontosan € hosszi it,
legfeljebb 1/(c*M).

Bizonyitas(véazlat): Az ¢ = 1 esetben egy adott szotarelemre annak valoszintisége, hogy
a két helye pont i és j legfeljebb 2/M?, igy annak valészintisége, hogy van ilyen elem
legfeljebb 2N/M? < 1/(cM).

Roégzitett i és j mellett legyen B) az az esemény, hogy van i-bdl k-ba pontosan ¢—1
hosszu ut, B, pedig az az esemény, hogy van i-bdl k-ba pontosan £—1 hossza ut amely
nem tartalmazza j-t; valamint A, az, hogy kj él.

Pr(By A Agy) = Pr(A|By) - Pr(By) < (2N/M?) - Pr(By,) < (1/(cM)) - (1/(c1M)) =
1/(c! M?) az indukcios feltevés miatt. Igy Pr(Ug(By A Ag)) < 1/(c"M).

Legyen most C' a kakukk-grafban a h(K)-t tartalmazo komponens, és K’ € S. Ekkor

Pr(m(K') € C) < X, 77 = m Igy C méretének varhato értéke legfeljebb 2 +
Qﬁ g2+ﬁ < 11,1 (hapl. ¢ > 1,1).

A fenti lemma kordkre is miikddik, annak valoszintisége, hogy egy adott ¢ indext csiicsa

a kakukk-grafnak benne van egy kérben, legfeljebb ", ﬁ = ﬁ Innen az analizis gy

(e—1
folytatodik, hogy az er6sebb M > 2(1+¢)eN feltétel mellett en egymés utani beszturasnal
az ujrahashelések varhato darabszama konstans, igy varhato ideje O(N), azaz elemenként

amortizacios idében O(1).
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8.11. Bloom-filter

Ezt a napjainkban igen gyakran hasznalt adatstrukturat Bloom 1970-ben fejlesztette ki.
Azéta tobb mint 60 valtozata létezik, és szamtalan teriileten hasznaljak (néhany példa a
fejezet végén talalhato).

Mi az alapvaltozatot targyaljuk. Itt is szotarat kell tarolni, de a KERESES helyett
ELEME? miivelet van, ami csak azt mondja meg, hogy az univerzum egy eleme benne
van-e a szotarban. Réadasul tévedni is szabad az egyik iranyba: ha a helyes véilasz IGEN,
akkor mindenképpen azt kell visszaadnunk, de ha a helyes vilasz NEM, akkor kis hiba-
valoszintiséggel adhatunk IGEN valaszt is. Az ELEME? miiveleten kiviil csak BESZURAS
van, TORLES nincs.

A cél kettds: egyrészt minden miivelet menjen konstans idében, mésrészt szeretnénk
minél kevesebb memoriat hasznalni.

Egy B[0 : m—1] bit-témbot hasznalunk, valamint hy, ..., hx : U — [0, m—1] hash
fiiggvényeket (k szerepérdl persze még lesz sz0).

A h; fiiggvények fiiggetlenek, és mindegyik az univerzum barmely elemére nagyjabol
1/m valoszintséggel adja barmely j < m természetes szamot. Tehat az elemzésnél fel-
tessziik, hogy minden K € U-ra a hy(K), ..., hy(K) sorozat 1/m* valoszintiséggel adja
barmely lehetséges sorozatot. Kezdetben B minden eleme nulla.

BESZURAS(K):  B(hy(K)) := B(hao(K)) i= ... := B(he(K)) := 1.

ELEME?(K): Ha B(hi(K)) = B(ho(K)) = ... = B(hg(K)) = 1, akkor a valaszunk
IGEN;, kiilonben NEM.

Nyilvan ha a K kulcsot mar beszirtuk, akkor mindig a helyes IGEN valaszt adjuk. Még
ki kell szamolnunk a hiba valoszintiségét, azaz hogy K ¢ S esetén milyen valoszintiséggel
adunk helytelentil IGEN vélaszt. Legyen v = In2 ~ 0,693147 és k = v-m/n, ahol n = |S|
(mint mindig).

A feltevésiink miatt egy elem beszurasanél annak a valdszintisége, hogy barmely adott
bit nulla marad, az (1 — %)k, ezért n elem beszurésa utan egy bit nulla marad

valoszintiséggel. Tehat ha a K kulcs nem szerepel a szotarban, akkor annak a valoszi-

niisége, hogy B(hi(K)) = B(ho(K)) = ... = B(hi(K)) = 1 koriilbeliil
-7\ 1 m/n
(1—€7)" = 5 ~0,6185 /m,

Tehat ha pl. a hiba valoszintiségét le akarjuk vinni 1/1000-re, akkor m értékét 14,4 - n-nek
kell valasztanunk, azaz n elemi szotarhoz 14,4 - n bitet hasznalunk.
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Megjegyzés: Persze nem is olyan egyszerii k darab fliggetlen véletlenszerii (de gyorsan szamolhato)
fuggveényt talalni. Ezért szokas azt is csinalni, hogy legyen p egy prim, és csak két h, 1’ : U — [0, p—1]
fliggvényt valasztunk. Ezutan igy definialjuk a h; fliggvényeket: h;(K) := h(K) +i - h'(K) mod p.
Most viszont a B tdmb m = kp hosszi lesz, és a miveleteknél a B(hy(K)), B(hao(K))+p, B(hs(K))+
2p,...,B(hi(K)) + (k — 1)p helyeket hasznaljuk. Ekkor a hibas valasz valésziniisége (nem kdnny

belatnil): .
(1 - e_"/p) .

Ezazm =144 -n, p~ 1,44 -n, k = 10 valasztassal szintén kb. 1/1000.

8.11.1. Alkalmazasok

A Bloom-filter néhany érdekes alkalmazésa:

e Webcache. Nagyon sok URL-t csak egyszer hasznalunk, ennek tartalmat felesleges
berakni a cache-be. Ezért els§ hasznélatkor berakjuk az URL-t a Bloom-filter sz6-
taraba, és csak akkor rakjuk a tartalméat a cache-be, ha mar masodszor hasznaljuk.

e Barmilyen szotar folé rakhatunk egy 14,4 - n bitet tartalmazé Bloom-filtert. Es
csak akkor inditjuk el a KERESES miiveletet, ha a konstans idében lefuto filter
IGEN valaszt adott. Helyesiras-ellen6rzéknél is szoktak hasznalni, itt a helyes szavak
szotarat taroljuk Bloom-filterben. Ekkor egy picit kellemetlen, hogy egy hibas szot
kis valoszintiséggel elfogad helyesnek.

e Elosztott adatbézisoknal és peer-to-peer halézatoknal gyorsan tudni akarjuk, hogy
mit hol érdemes keresni.

Tovabbi példak talalhatoak a Wikipédia oldalon.
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9. Az LCA és RMQ feladatok

Nagyon sokszor tarolunk adatokat gyokeres fakban. Ezeken az egyik leggyakrabban hasz-
nalt (sokszor bels6) alapmiivelet az LCA (Least Common Ancestor = Legkozelebbi K6z6s
Os) feladat: ha w és v a fa cstcsai, akkor LCA(u,v) visszaadja u és v legkdzelebbi (a
gyokertdl legtavolabbi) kozos Gsének a nevét.

Természetesen szinte barmilyen tarolasi mod esetén meg tudunk valaszolni egy ilyen
kérdést O(d(u,v)) lépésben, ahol d(u,v) a cstucsok tavolsdga a faban. A célunk ezzel
szemben az, hogy O(n) el6feldolgozas utan (ahol n a fa csucsainak a szama), O(n) tarban
ugy taroljuk el a fat, hogy utana minden LCA (u,v) kérdést meg tudjunk vélaszolni O(1),
azaz konstans lépésben!

Egy latszolag teljesen fiiggetlen feladat az RMQ (Range Minimum Query = Interval-
lum Minimum Lekérdezés). Taroland6 egy n méretii A tomb, a kérdés két szambol all:
1 <i<j<n Az RMQ(i,j) kérdésre a vilasz egy k index, melyre 1 < k < j, és az
ilyenek koziil az, amelyre A(k) minimalis (ha tobb ilyen van, akkor barmelyik).

14. Tétel. Ha az RMQ feladatra van (O(n), O(1)) megolddsunk (azaz olyan, mely O(n)
1ddben és tarban eldfeldolgozva a tombot, utdna minden kérdésre konstans iddben vdlaszt

ad), akkor az LCA feladatra is kaphatunk (O(n), O(1)) megolddst.

15. Tétel. Ha az LCA feladatra van (O(n), O(1)) megolddsunk, akkor az RMQ feladatra
is kaphatunk (O(n),O(1)) megolddast.

Ez igy még ,fabol vaskarika”, azaz teljesen haszontalannak latszik. Mégis van egy
kitorési pont. Definialjuk a £1-RMQ feladatot, mint az RMQ feladat azon megszoritasat,
amikoris az A tomb minden eleme pontosan eggyel tér el az el6z6tsl: V 2 < i < n :
|A() — A(i —1)] = 1.

A fenti[14] tétel bizonyitasa automatikusan adja majd a kovetkezd, erGsebb tételt.

16. Tétel. Ha a £1-RMQ feladatra van (O(n),O(1)) megolddsunk, akkor az LCA fel-
adatra is kaphatunk (O(n),O(1)) megolddst.

Elgszor ezt bizonyitjuk, majd megadjuk a kivant megoldast a £1-RMQ feladatra.

Végiil bizonyitjuk a[l5] tételt, azaz az altalanos RMQ feladatot visszavezetjiik a (binaris)
LCA feladatra.
Bizonyitas: tétel): Egy fa Euler-sétajanak nevezziik azt a korsétat, amely a fa
minden élén mindkét iranyban pontosan egyszer halad at. A séta altal érintett csticsok
neveit egy E nevid 2n—1 méretii tombbe rendezziik, az elss és utolso elem legyen a gyckér.
Ebben minden cstcs a fokszama-szor szerepel (kivéve a gyokér, az eggyel tobbszor). Ez a
tomb mélységi kereséssel konnyen elallithato, ugyanigy, mint az alabbi két tomb is: L(7)
jelolje a séta soran i-ediknek érintett cstics mélységét, R(u) pedig az u nevi csics elss
eléfordulasanak indexét az F tombben. Nézziink egy LCA (u, v) kérdést, feltehetjiik, hogy
R(u) < R(v) (kiilonben u-t és v-t kicseréljiikk). Koénnyid meggondolni, hogy LCA(u,v) =
E(RMQ,(R(u), R(v))), azaz a legkozelebbi kozos Gs a séta mentén u és v kozott érintett
csucsok koziil a legkisebb mélységti. Konnyd latni hogy az L tomb teljesiti =1-RMQ
feladat inputjara tett megszoritast.
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9.1. A £1-RMQ feladat

Elgszor nézziikk meg, milyen naiv megoldas adhaté az altalanos RMQ feladatra. Konnyen
kaphatunk egy (O(n?),O(1)) megoldast, ha minden ¢ < j parra kiszamoljuk és eltaroljuk
a véalaszt. Ezt O(n?) id6ben tényleg ki tudjuk szamitani dinamikus programozassal.

Ennél sokkal rafindltabb megoldas (még mindig az altalanos RMQ feladatra) az alabbi,
(O(nlogn),0(1)) ideji:

Nem kell minden 7 < j parra kiszamitani a megoldést, elég az olyan ¢ < j pérokra,
ahol 7 —7+1 kettének egy hatvanya. Egy adott ¢-hez maximum logn ilyen j van, tehat ez
csak n-logn tarat igényel. Meg kell gondolni, hogy ezeket az értékeket tényleg ki is tudjuk
szamitani O(n - logn) id6ében, ez megint csak dinamikus programozassal megy: ha mar
adott k-ra minden i-re kiszamitottuk az (i,7 + 2% — 1) kérdésekre a valaszt, akkor ezekbél
k + 1-re minden i-re megkaphatjuk a vélaszt egy Osszehasonlitdssal: A(i : i + 2FF1 — 1)
minimuma a min (min A(i : i + 2¥ — 1), min A(i + 2% : i + 28 — 1)) lesz.

Héatra van még, hogy ezekbdl az eltarolt értékekbdsl hogyan valaszolunk meg konstans
idében egy kérdést.

Legyen (i,7) egy kérdés, és k = [log(j + 1 — i)]. Ezt azért konnyd kiszamolni,
mert pont a j + 1 — i legszignifikinsabb bitjének a helye. Nyilvan: min A(z : j) =
min (min A(i : ¢ +2F — 1), min A(j — 2¥ +1: 5)).

Most ratériink a £1-RMQ feladatra. Legyen k = |(logn)/2]. Osszuk fel az A témbot
By, By, ..., By ) blokkokra, minden blokk % hosszi (az utolsot nagy szamokkal kiegészit-
jik). Csinalunk egy [n/k] hosszi A’ témbot, ahol A’'(7) tartalmazza a B; blokk minimalis
értékét. Sziikségiink lesz még egy [n/k| hosszu B’ témbre is: B'(i) tartalmazza azt a re-
lativ j indexet a B; blokkon beliil, ahol A((i — 1)k + j) felveszi az A’(7) minimum-értéket.

Egy adott (i, j) kérdésre kiszamoljuk a kovetkezs értékeket: i’ az i indexet tartalmazo
blokk neve, j" a j indexet tartalmazo6 blokk neve, i,..; az i relativ indexe a By blokkon beliil,
végiil jr a j relativ indexe a Bj blokkon beliil. Megjegyzés: ezeket nem feltétleniil kell és
érdemes a kérdéseknél kiszamitani, az el6feldolgozas soran is szamithatjuk és tarolhatjuk.
Harom eset van: ha i’ = j’, akkor a kérdést a B; blokkon beliil kell megvalaszolni,
lasd késsbb. Ha j' = i’ 4+ 1, akkor a By blokkon beliili (4,¢, k) és a B; blokkon beliili
(1, jret) kérdésekre adott valaszokbol az eredmény konnyen szamithaté (a két minimum-
érték minimuma lesz az érték, a helye is konnyen szamithaté). A harmadik esetben
kiszamitjuk RMQ 4 (¢ + 1, j' — 1) értékét és helyét (az A’ ill. B’ témb segitségével); ebbdl,
valamint az RMQp, (ira, k), valamint az RMQp (1, jrer) kérdésekre adott valaszokbdl a
végsd valasz ismét konnyen szédmolhato. ’

Mivel az A’ téomb mérete csak O(n/logn), a fenti masodik megoldéssal az A’-re vo-
natkoz6 RMQ kérdések O(1) id6ben megvalaszolhatok O(n) eléfeldolgozéas utan. Hatra
van még, hogy az egyes blokkokon beliili kérdésekre tudjunk vélaszolni. Két blokkot
nevezziink hasonléonak, ha van olyan ¢ egész, hogy minden i-re a mésodik blokk i-edik
eleme pont c-vel nagyobb, mint az els6 blokk i-edik eleme. A kulcs észrevétel az, hogy
két hasonlo blokk esetén minden ¢ < j-re az RMQ(i, 7) kérdésre ugyanaz a vélasz. Egy
blokk normalizalt blokkjanak nevezziik a hozza hasonlé blokkok koziil azt, amelyik elsé
eleme 0. Egy B; blokk normalizalt indexe kettes szamrendszerben az a k — 1 hosszt
0-1 sorozat, melynek j. betije 0, ha B;(j + 1) = B;(j) — 1, és 1 egyébként, ha tehat
Bi(j+1) = B;(j) +1. Az el6feldolgozés soran minden blokkhoz kiszamitjuk a normalizalt
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indexét, és mind a 257! lehetséges indexhez kiszamitjuk a hozza tartozé normalizalt blokk
minden lehetséges 1 <1 < 7 < k kérdéséhez a valaszt a naiv megoldas szerint. Mivel csak
2k=1 < \/n normalizalt blokk van, ez O(y/n - k%) = O(n) id6ben és téarban kiszamolhato.

9.2. Altalanos RMQ feladat visszavezetése az LCA feladatra

Adott A tombhoz definidljuk rekurzivan a Descartes-fajat (Cartesian tree), ami a kovet-
kez$ binaris fa: a gyokér neve legyen k, ha az egész A tomb (elss) legkisebb eleme A(k). A
gyokér bal részfaja legyen az A(1 : k — 1) résztomb Descartes-faja, jobb részfaja pedig az
A(k +1:n) résztomb Descartes-faja. Vegytik észre, hogy ha az i nevi fa-cstucshoz kulcs-
ként hozzéarendeljiik az A(7) értékeket, akkor ez a fa egyszerre lesz a cstcsnevek (indexek)
szerinti binaris kerestfa és a kulcsok szerint pedig kupacrendezett fa.

1 2 3 45 6 7 8 9
Al211/5/3/7/6/9|8]|5

D—Fa(A[1:8]) D—Fa(A[1:9])
(1,A(i))
(2.1) (2.1)
(1,2) > (1,2) (4.3)
57 (8,8) 6.6)
(7.9) (57) (8,3)

(7.9)

Elgszor azt allitjuk, hogy ez a fa O(n) id6ben megkonstrualhaté. Szépen sorban min-
den i = 1...n-re megkonstrualjuk az A(1 : i) résztémb Descartes-fajat. Ha i-re mar
megvan, akkor i 4 1-re igy jarunk el: Legyenek a gyokértsl szigortian jobbra mend ut csi-
csai: v, vy, ..., 0. Nyilvan A(vg) < A(vy) < ... < A(vy). Tegyiik fel, hogy k a legnagyobb
olyan index, melyre A(vy) < A(i + 1). Ekkor az 4j fa ugy néz ki, hogy v jobb gyereke
helyére berakjuk i + 1-et, akinek nem lesz jobb gyereke, a bal gyereke pedig vy, lesz (ha
k = t, akkor bal gyereke sem lesz). A k indexet binaris kereséssel is megkereshetnénk, de
a mar megszokott modon jobb lesz, ha alulrél felfelé egyesével 1épkedve keressiik. Legyen
a potencial a gyokértdl szigortian jobbra mend 1t csiicsainak a szama. Ekkor [ keresé
lépés esetén, a potencial —(I — 1) + 1 = —I + 2 -vel valtozik, a berakas 1 lépés, igy az
amortizacios id6 3. Innen a teljes fa felépitése O(n).

Azt is kénnyd meggondolni, hogy az RMQ(7, j) kérdésre adand6 vélasz a Descartes-
faban az LCA(i, j) kérdésre adott valasz. Gondoljunk a rekurziv definiciora. Kezdetben
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i és j egy résztombben van. Allitsuk meg a rekurziv konstrukciot akkor, amikor mar
nem lesznek egy résztombben. Ekkor egy A(i' : j') résztomb legkisebb elemének k indexe
lesz az aktudlis csucs, és az ettdl balra/jobbra 4llo rész megy a bal/jobb gyerekbe; aholis
i" <i<k<j<j . Tehat k lesz a helyes valasz az LCA(i, j) kérdésre, mésrészt pedig
k =LCA(3, 7).

89



10. A van Emde Boas struktiara

A Prim algoritmushoz szeretnénk jobb kupacot késziteni abban az esetben, ha a kulcsok
(az élek koltségei) nem tul nagy természetes szamok. ElGszor is vegyiik észre, hogy ha
van egy szotarunk torléssel, mely még tudja a Min(S) miiveletet is (ez visszaadja a szotar
legkisebb elemét), akkor tudunk bel6le kupacot is csinalni tgy, hogy a szotéarelemek mellett
Lertékként” egy lancolt listaban téroljuk azon cstcsok neveit, melyek kulcsa pont az adott
szotarelem. Itt pl. a Kulcs-csokkentés igy néz ki: az adott elemet kitoroljiik a lancolt
listabol, ha az kiiiriilt, hivunk egy szotarra vonatkozod Torlést. Ezutéan lecsokkentjiik a
kulcsat. Ha az j kulcs benne van a szétarban, akkor beftizziik annak listajaba, egyébként
el6bb kell egy szotarbeli Beszturas miivelet. Ez altalaban nem tul hatékony, de most itt
kivételesen az lesz, mert a szotar az {0,1,...,C'—1} univerzum része.

Egy altalanosabb szotarat csinalunk, megtartjuk a Beszaras(z, S) és Torlés(z, S) md-
veleteket, viszont a Keresés(S) és a Min(S) miveletek helyett egy kozos altalanositast va-
lositunk meg, a Kov (z,.S) miveletet, ahol Kov (x, S) visszaadja a szotar legkisebb olyan
elemét, mely > z. (Ez nyilvan altalanositja a Keresés és a Min mitiveleteket, hiszen ha z az
univerzum legkisebb eleme, akkor Kov (z,5) =Min(S).) Az ilyen szotarak onmagukban
is fontosak, nemcsak kupacot lehet a segitségiikkel csindlni, hanem sok maés feladathoz
is hasznaljak Sket. Az univerzumunk tehat a [0, C'— 1] intervallum egész szamaibol all.
A tovabbiakban csak a szotarral foglalkozunk, mivel mar megértettiik, hogy a szotarbol
hogyan kell kupacot késziteni. Ezért n = |S| a szotar méretét fogja jeldlni.

Az a célunk, hogy minden mitvelet O(loglog C') idében fusson. Legyen k = [loglog C'],
ekkor feltehetjiik, hogy C' = 22" El6szor egy rekurziv definiciét adunk meg, amely sajnos
nem teljesiti az id6korlatot. Utana ezt kijavitjuk, majd ratériink az implementélas néhany
fontos kérdésére.

Egy ¢ tipusi vEB struktara 22° szotarelem taroldséra alkalmas. Harom szambol
6s 227 41 pointerbdl all. A szédmok: meret, az aktualisan tarolt szavak szama, min,
a legkisebb téarolt szotarelem, és max, a legnagyobb tarolt szotarelem. A felso nevi
pointer egy darab ¢ — 1 tipust vEB strukturara mutat, mig az also(a) pointerek (0 < a <
222_1) egy-egy ¢ — 1 tipust vEB struktirara mutatnak. Ugyan nem fontos kiilén Keresés
miveletet csindlnunk, mégis az mutatja legjobban, hogy hogyan fog miikédni az egész.
Tegyiik fel, hogy a k tipust vEB struktirdban akarjuk keresni az i < 22" (tehat 2 bites)
szamot. ElGszor is felirjuk i-t av/C' + b alakban, ahol a,b < 227" Ey valdjaban egy
egyszert miivelet: a lesz i elsé 27! bitje, mig b a méasodik 2*~! bitje. Ezutén egyszertien
az also(a) pointer altal mutatott k — 1 tipust vEB struktiraban keressiik rekurzivan a b
szamot. A felso struktira elsGsorban a Kév miivelethez kell: azon a szavakat tartalmazza,
melyekre also(a) nem fiires.

Analégia: képzeljiink el egy 2F mélységi teljes binéris fat, melyben a bal gyereknek
a 0 bettit, a jobb gyereknek az 1 betit feleltetjiik meg. Ekkor a levelek felelnek meg az
univerzum elemeinek. A t6bbi csicsba a leszarmazott levelek koziil a szotarelemek (nem-
tires levelek) szamat, minimuméat és maximumat irjuk. A Keresés és Kov miveleteknél, a
paraméterként kapott szohoz (levélhez) vezets titon binaris keresést végziink, ez k 1épés.
Ez még magaban nem jo, egy elem Besztrdsakor pl. az tit minden csticsan (2¢ db) kellhet
adatot frissiteni. A rekurziv definici6 és az els6 megvaldsitas uténi triikk pont ezt hivatott
kijavitani.
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A fentiek alapjan az els6 rekurziv megvaldsitasunk a kévetkezs. Legyen T egy tarolan-
do6 vEB struktirara mutaté pointer. A struktura tipusat a masodik paraméterben adjuk
meg. Egy p pointer altal mutatott struktira max véaltozojat p.max-szal jeloljiik, és persze
hasonléan a min és meret valtozokat is. A furcsa G := 22271; t = a-G + b sor csak azt
jeloli, hogy a 2¢ bites i szam elsé felét a-ban, masodik felét b-ben téaroljuk.

Kov (T, ¢,1):
G:=2""i=a G+b
if also(a).max > b then return (a - G+Koév (also(a), ¢ — 1,b))
else ¢ :=Kov (felso, £ — 1,a+ 1)
return (¢ - G+also(c).min)

Ha a Kov eljarast meghivjuk egy k tipust struktarara, O(1) lépést tesziink, plusz egy
darab rekurziv hivas egy k — 1 tipusu struktiraban. Ez nyilvan a kivant O(k) lépést adja
osszesen.

Beszuras (T, ¢, 1):
G:=22"i=a-G+b
if also(a).meret= 0 then Beszuras (felso, ¢ — 1, a)
Beszuras (also(a), ¢ — 1, b)
meret, max, min frissitése

Torlés (T, ¢, 1):
G:=22"i=a-G+b
Torlés (also(a), ¢ — 1,b)
if also(a).meret = 0 then Torlés (felso, £ — 1, a)
meret, max, min frissitése

A Beszarasnal az utols6 sor végrehajtasa nyilvanvald, a Torlésnél a rész-strukturak
torlés utani értékeibsl minden konnyen szdmolhato, pl. min=also(felso.min).min.

Sajnos ezen két utobbi miiveletnél a konstans sok lépés mellett KET darab rekurziv
hivas is lehet legrosszabb esetben, ez pedig csak O(2F) lépésszamot garantal.

A kijavitashoz elGszor is észrevessziik, hogy amikor két rekurziv hivas van, akkor az
egyik vagy egy iires struktiraba beszuras, vagy egy 1-elemtibdl valo torlés. Ezeket kellene
rekurziv hivas helyett konstans id6ben megvaldsitani. A kovetkezs, meglepGen egyszerti
trikk segit: a min valtozoban tarolt szot nem téaroljuk a rész-strukturakban! Ez persze
egy picit elbonyolitja a fenti kodokat, de mivel garantaltan csak egy rekurziv hivas lesz
mindig, ezért kiadja az O(k) lépésszamot.
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Kov (T, 1):
G:=22"i=a-G+b
if i« <min then return (min)
if also(a).max > b then return (a - G+Koév (also(a), ¢ — 1,0))
else ¢ :=Kov (felso, { — 1,a+ 1)
return (c - G+also(c).min)

Beszuras (T, ¢, 1):
if meret= 0 then meret:= 1; max:=min:= 7; return
if min> ¢ then csere (min, 7)
G:=22""i=a-G+b
if also(a).meret= 0 then Beszuras (felso, ¢ — 1, a)
Beszuréas (also(a), ¢ — 1, b)
meret, max frissitése

Torles (T, ¢,1):
if meret= 1 then meret:= 0; return

G =22
if min= ¢ then i :=min:=felso.min-G+also(felso.min).min
i=a-G+b

Torlés (also(a),? — 1,b)
if also(a).meret = 0 then Torlés (felso, £ — 1, a)
meret, max frissitése

Latszolag itt is megmaradt a két rekurziv hivas, azonban az egyik nem eredményez
tovabbi rekurziv hivasokat és konstans idében végrehajtodik.

Megjegyzés: a 0 tipust struktira maximum két elemet tarol. Erre elég a max és min, igy ezekhez
nem tartoznak pointerek (rész-struktarak). Persze a kédba is bele kellene irni ezt a kivételt...

10.1. Tarhely, megvalositas, javitas

Mennyi tarat hasznalunk? Egyaltaldn 0sszesen hany darab vEB strukturat kell tarolnunk?
Es hany pointert? Es ezeket hogyan? Ami elég vilagos: egy struktira részstrukturainak
meéretét érdemes magéaban a struktiraban a pointer mellett tarolni, (illetve a 0 mérettiekre
pointer nem is kell). Az inicializalas sem egyszerti, ha minden lehetséges rész-strukturat
az elején inicializalni akarndnk, az mar magiban nagyon sok id6t venne el. Egy rész-
strukturat igazabol elég lenne akkor inicializalni, ha mérete 0 f6lé nétt. Ekkor viszont
az a baj, hogy az iires struktiraba valé beszuras nem konstans idejd. Tehat jobb a
rész-strukturak minimumat is a sziil6ben tarolni, és csak akkor inicializalni, ha a méret
2-re n6, de még ezzel is tobb baj van. Egyrészt ilyenkor mennyi a futasi idé? Mit
csindlunk torléskor, ha egy részstruktira mérete 1-re csokken? Ha toroljiik, akkor lehet,
hogy ugyanazt sokszor kell tjra inicializalni, ha meg nem, akkor a tarhelyiink lehet tul
nagy az aktualisan tarolt elemek n szaméahoz képest.
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Mostantol k-t (és igy C-t) fixnek tekintjiik. Egy ¢ < 2! természetes szamhoz rendeljiik
hozza a ¢, € {0, 1} szot, mely a ¢ binaris alakja az elején elegendd szamu 0-val. Egy-egy
tarolandd vEB strukturahoz hozzéarendeliink egy (¢, /) nevet. (¢,{) egy ¢(-tipusa vEB
struktira neve, ha

mutat,

v) és ha a < 22", akkor az also(a) pointere a (¢,ay 1,0 — 1) nevii struktrara mutat.
(Itt nem szorzas van, hanem konkatenacio!)

vi) A f6struktura neve (), k), ahol most () az iires sz0.

Egy (¢, ¢) nevi vEB struktira indexe legyen a kiévetkezd kettes szamrendszerbeli
szam: 1¢,01...1, ahol a végén ¢ darab egyes van. Mivel t+/ < 2%, ezért maximum 22" 42 —
4C darab strukturara van sziikségiink. Ha ezeket egy tombben taroljuk (az i indexii
struktira meret, min, és max értékeit az i-edik sorban), akkor a struktira pointereit mar
nem kell tarolni, neviik és cimiik a fentiek alapjan szamolhato. Igy a témb sorainak szama
4C', az Osszes tarigény 12C.

Nem beszéltiink még az inicializalasrol: sajnos legaldbb a fenti témbben levé meret
értékeket O-ra kell allitani. Ez a gyakorlatban egy utasitasnak latszik (calloc), és tényleg
gyors is, de elméleti szempontbol ront a vVEB struktirak szépségén.

Azonban a 12C' tarhely nem mindig elfogadhat6. A loglog C' futési id6 még nagyon jo
pl. C = n® esetén is, de n adatot nem szeretiink n® helyen tarolni. Erre az ad megoldast
(és az inicializalasi problémat is kikiiszoboli), ha a fenti tomb helyett dinamikus tokéletes
hashelést hasznalunk. FEnnek univerzuma a cimtartomény (a szamok 0-t6l 4C-ig), és
minden nem-iires struktura cime szerepel, mint kulcs, mellette értékként a meret, max,min
harmas. Kezdhetlink egy, csak a f§ strukturat tartalmazé egyelemi hashtablaval, és
csak ha a keresett részstruktura indexe nem szerepel a hash tablaban, akkor szirjuk oda
be a dinamikus hashelés Beszuras mitveletével. Mivel a dinamikus hashelés miiveletei
atlagosan konstans varhaté idejtek, ez nem rontja el a vEB miiveletek 1épésszamét, a
tarat viszont leviszi O(n-loglog C')-re (ennyi nem-iires strukttrank lesz n Besztréas utan).
Még praktikusabb, ha kakukk-hashelést hasznalunk.

10.2. Ujabb megvalositasok

Itt el6szor definialjuk a szofat, majd véazolunk harom kapcsolodo, érdekes megoldast.

Szofa (trie) (Eredeti kiejtése tri, mint a reTRIEval szoban, de sokan a try sz6 mintajara
ejtik, hogy megkiilonboztessék az altalanos faktol).

Ez a keres6féak egy speciélis alfaja, amivel tulajdonképpen mar mindenki talalkozott.
Legyen ¥ egy véges abc, szokasos modon ¥* jeloli a X feletti véges szavak halmazét, most
az univerzumunk ez a X* halmaz lesz, vagy ennek egy részhalmaza.
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Gyokeres faban taroljuk az S C X* szotarat, minden cstcsnak legfeljebb d = |3
gyereke van. Az élekre a X elemeit képzeljiik, tarolas szempontjabol ez azt jelenti, hogy
pl. ha x € ¥ és a fa egy u csiicsabol megy lefelé x cimkéji él egy v cstucsba, akkor az u
cstcs x nevi gyerek-pointere a v csticsra mutat; ha u-bol nem megy lefelé x cimkéjd él,
akkor pedig az u cstcs x nevil gyerek-pointere nil.

A fa minden csiicsdhoz hozzarendeliink egy szot. A gyokérhez ez az iires szd, a tobbi
csticsnal az odavezetd 1t éleire irott betiikbdl alkotott szo, tehat egy h mélységben levs
csticshoz rendelt sz6 mindig h betiibél all. Minden csticshoz tartozik még egy specialis
pointer is, ami nil, ha a csiicshoz rendelt sz6 nincs a szotarban, egyébként a csticshoz
rendelt szohoz rendelt rekordra mutat. Altalaban feltessziik, hogy a fa minimalis, azaz ha
u egy cstcsa a fanak, akkor u-nak van olyan leszarmazottja, amelynek a specialis pointere
nem nil.

Példa: ha > az angol abc, R a gyokér, akkor a retrieval sz6 magyar jelentése az
R.r.et.r.i.e.v.a.l.spec altal mutatott helyen van.

Az ilyenek hasznélata akkor igazan hatékony, ha az abc-hez van egy sztenderd kodolés
a {0,1,...,d—1} elemeivel. Az alabbiakban csak a ¥ = {0, 1} abc-re fogjuk alkalmazni.

x-fast trie (Willard, 1982). Itt O(nlog C) tarat hasznalunk, a Kév mivelet O(loglog C)
idében megy, viszont a Beszuras és Torlés csak O(log C') amortizalt idében. Vesziink egy
log C' magassagi binaris fat, a sztenderd kodolassal (bal gyerek = 0, jobb gyerek = 1)
ennek levelei megfelelnek az univerzumnak. Csak azokat a fa-csticsokat taroljuk, amelyek
alatt van szotarelem, tehat |S| < n leveliink lesz az also szinten, ezeket duplan Gssze-
lancoljuk. Ha egy fa-csticsnak nincsen bal (ill. jobb) gyereke, akkor ehelyett a pointer a
részfajaban levd legkisebb (ill. legnagyobb) levélre mutat. Azonban nem faként taroljuk az
egészet, hanem minden szintet (az esetleges max/min pointerekkel egyiitt) egy dinamikus
tokéletes hashtéablaban (vagy kakukk-tablaban).

A Kov miivelet: ha x benne van a legalsé tablaban, akkor kész, kiilonben felezs ke-
reséssel (a szinteken) megkeressiik a leghosszabb y kezd@szeletét, ami a faban van. Ha
ennek a fa-csticsnak nincs jobb gyereke, akkor van egy pointere a bal gyerek max elemére,
ennek jobb testvére (a duplan lancolt levél-listaban) lesz a valasz. Ha pedig nincs bal
gyereke, akkor az alatta levé min elem a valasz.

Beszurasnél megkeressiik a rakovetkezét, és hasonléan a megel6z6t is, a két levél kozé
belancoljuk 4j levélként x-et, majd y-t6l sorban lefelé a sziikséges kezdGszeleteket besztr-
juk a megfelels tablakba.

y-fast trie (Willard, 1982). Itt mar O(n) tarat hasznalunk, és a Besziras/Torlés ide-
jét levissziik amortizéltan O(loglog C')-re. A szdtarat blokkokra osztjuk, minden blokk
meérete (log C')/4 és 2log C' kozott lesz végig. A blokkokhoz egy-egy reprezentans elemet
valasztunk (ez nem feltétleniil szotarelem), ezeket taroljuk egy z-fast trie strukturaban.
Mivel legfeljebb 4n/log C' reprezentans van, ezért erre elég O(n) tar.

Az x-fast trie minden leveléhez taroljuk az altala reprezentalt blokkban levs szotarele-
meket egy O(loglog C') mélységt binaris keressfaban, ezeken beliil mindent meg tudunk
csinalni O(loglog C') lépésben. A Koév miiveletnél megkeressiik a nagy faban az x-et meg-
el6z6 és az x-et kdvetd reprezentanst, azutan a két kis faban megkeressiik a valodi vélaszt.
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A Beszurasnal és Torlésnél csak akkor kell a kis fakon kiviil barmit csinalnunk, ha a
blokkmeéret kilépett az eldirt korlatok koziil. Ekkor kellhet két blokk &sszevonésa (majd
esetleg Gjraosztasa), vagy felezése, és a reprezentansok lecserélése az z-fast trie strukti-
raban, ami O(log C') tényleges ideji, de atlagosan csak legfeljebb minden (log C')/4 ilyen
miivelet utan kell végrehajtani, igy ennek a résznek az amortizacios ideje miiveletenként
konstans.

z-fast trie (Belazzougui et al., 2009-2010). Ez az el6z6 altalanositasa valtozo bit-
hossztsagu szavakra és TOLIG tipusu lekérdezésekre.
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11. Geometriai adatstruktiarak

Egy GPS-hez sziikséges program alapvetd feladatait (a Dijkstra algoritmus kivételével,
amit mar jol koriiljartunk) szeretnénk megvalositani ebben a részben.

[]

A feladat: Adott egy fix térkép és arra vagyunk kivancsiak, hogy hogyan néz ki a térkép
egy adott kornyezetiinkben. A kérdés, hogy hogyan érdemes tarolni a térképet, hogy ezt
a feladatot gyorsan meg tudjuk valdsitani.

Feltételezések (egyszerisitések):

1. a térkép objektumai pontokbol és szakaszokbol allnak (korokkel nem érdemes fog-
lalkozni, mert vagy csak akkor akarjuk kirajzolni, ha a kozéppontjuk is a téglalapba
esik, vagy pedig egy térképen csak 2-3 féle méret kor van, amelyek kozéppontjait
a megfelelGen megnovelt téglalapban kereshetjiik),

2. anevek az objektumokhoz tartoznak, amikor megjelenitiink egy objektumot, kiirjuk
a hozza tartozo nevet is,

3. a szakaszok nem metszik egymast (ez csak azt jelenti, hogy ha mégis metszenék,
akkor a metszéspontot is tarolando pontnak kell tekinteniink),

4. a kérdés-ablakrol feltessziik, hogy tengelyiranyu téglalap. Sajnos a valosdgban ez
nem tehetd fel (ahogy fordulunk, a térképrészlet is fordul), de egyrészt csak ezt van
esély megvalositani, masrészt pedig a forduldsnal gyorsan kell tudnunk forgatni a
kirajzolando részletet, tehat mindenképpen érdemes az adott ferde téglalapot tar-
talmazoé kicsit nagyobb, tengelyiranyt téglalapot lekérdezni a térképbdl, és a gyors
memoériaban tarolni.

Megjegyzés: Rengeteg tovabbi alkalmazas van, pl. VLS| aramkérdk tervezése, CAD rendszerek, ill.
tobb dimenziéban VR alkalmazasok (repiil6gép-szimulator, jatékok), vagy végiil, de egyaltalan nem
utolsésorban, adatbazisok bizonyos tulajdonsagi elemeinek kilistazasa.

11.1. Egy dimenziés feladatok

Ezeket két okbol targyaljuk: egyrészt sziikségiink lesz rajuk a két dimenzios feladatok
megoldasidban, mésrészt egyszertiek, amde jol mutatjak a vizsgalt feladattipusoknél hasz-
nalhato/hasznalando elveket.
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I. TAROLNI: z1, s, ...x, € R pontokat.

KERDES: PONTOK (w1, x;) — felsorolni azokat a pontokat, amelyek ebbe az inter-
vallumba esnek, vagyis a valasz: {i: xp, < x; < z;}.

Az output hosszat nem tudjuk elére. Jelolje ezentill ezt a mennyiséget k. A futasi
idéket ezentil n és k fliggvényében vizsgaljuk. Az ilyen algoritmusokat output érzékeny
algoritmusoknak nevezziik. (Ilyennel mar talalkoztunk, pl. a legrovidebb ut kiiratésa is
ilyen volt, az O(k) id6ben futott a sziilg pointerek felhasznalaséaval.)

Megoldas: rendezett tombben taroljuk a pontokat; x,-t megkeressiik felezé kereséssel,
majd innentdl listazunk, mig z; felé nem ériink.

IDO: O(logn + k)
TAR: O(n)
FELEPITES: O(n -logn)

Megjegyzés: A cél mindig ez a harom fiiggvény, de néha nem tudjuk pontosan ezt elérni.

II. TAROLNI: I, I,,. .. I, C R intervallumokat, ahol I; = [z}, :pj]
KERDES: INTERV (z) — felsorolni I;-ket, amelyekre x € I;.

Megoldas: Intervallum fa. Az alabbi lépésszamokat /tarhelyet célozzuk itt is meg:

IDO: O(logn + k)
TAR:‘O’(n)’
FELEPITES: O(n -logn)

A 2n darab i, 7}, koziil legyen ¢ a kozéps6 (az n-edik). Rekurzivan fat épitiink:

Yo _xlul

Xo-10l balra Xo-101 jobbra
1évd elemek 16v5 elemek

° a vy gyokérben raktérozzuk el az Gsszes xo-t tartalmazo intervallumot (és persze
értéket is). Ezen intervallumok halmaza Z(vo) = {i |z}, < xo < 23}.

° a bal részfaban taroljuk azokat az intervallumokat, amelyek szigortan balra vannak
az xo-tol, vagyis: {i | 2} < xo}. Itt legfeljebb % intervallum lesz.

° a jobb részfaban a szigortan jobbra 1év§ intervallumokat taroljuk.

° a két részfat rekurzivan ugyanigy épitjiik fel.



Tegyiik fel, hogy az INTERV (z) kérdésnél pl. < xy. Az z-et tartalmazé intervallumok
kétfajtak lehetnek:

) azok, amelyek nem érik el zy-t — ezek a bal részfaban vannak,
° azok, amelyek elmennek zy-ig — ezeket a gyokérben téaroltuk.

Megoldas: A v, csicsban xg értéke mellett Z(vg)-t is taroljuk, mégpedig kétszer, egy
Ly (vo) és egy Lj(vg) témbben.

Ly (vp): mo-t tartalmazé intervallumok, a bal végpont szerinti névekvs sorrendben.

L;(vg): zo-t tartalmazo intervallumok, a jobb végpont szerinti csdkkend sorrendben.

Ha x < xy, akkor Ly, elemeit felsoroljuk az els§ elemétdl, amig a bal végpont < x. Ha
pedig x > xy, akkor L; elemeit felsoroljuk az els§ elemétsl, amig a jobb végpont > x.

Ha x < x, akkor rekurzivan folytatjuk a bal faban, ha x > z(, akkor a jobb részfaban,
ha pedig = = z¢, akkor megallhatunk. Lépésszam vp-ban: 1 + k,,, ha k,, darab kifrando
intervallum talalhato itt (azaz Z(vg)-ban). A fa mélysége — a felezés miatt — legfeljebb
log n lesz. Igy a valaszolas 0sszlépésszama O(logn + k).

A felépitési eljaras lényege: az elején rendezziik az intervallumokat két tombbe: a
bal végpont szerint novekvéen rendezve, és jobb végpont szerint csokkenen rendezve.
Egy adott v; csiicsnél elGszor akar a két tomb virtualis Osszefésiilésével, akar a tanult
linedris medians szamitasi modszerrel megkapjuk az x; kozéps6 széamot. Utana a két
tombot linearis idében szétszedjitk harom részre (az elsd részbe keriilnek a bal gyerekbe
tovabbmend intervallumok, a kozépsébe az adott x;-t tartalmazok, a harmadikba a jobb
gyerekbe mendk). A két kapott kozépss témb pontosan Ly, és L; lesz. Egy szinten beliil
az Z(v) halmazok diszjunktak, igy a listak Osszhossza legfeljebb n. Tehat minden ujabb
szintet O(n) id6ben el tudunk késziteni. Mivel minden intervallumot csak egy fa-csicsnal
tarolunk, igy a tarhely valoban O(n).

11.2. Két dimenzids feladatok

ITI. TAROLNI: py,ps,...pn € R? pontokat, p; = (x5, y;).
KERDES: Egy adott [y, 75] X [ya, y¢] téglalapba es§ pontok felsorolésa, azaz
{ilop <a <wjésya <y <yr}

Megoldas: Tartomdny-fa (range tree).

Elgszor is az x koordinatak szerint kiegyensilyozott kiils6 tarolast binéris kereséfat
épitiink (a belsd csticsokban utjelzdk, a levelekben balrél jobbra névekvéen a kiilonb6zé
x; értékek vannak).

Ha v a fa egy csticsa, akkor ASSOC(v) := {i | z; egy v alatti levélben van}.

Minden v cstcshoz az ASSOC(v) halmazt egy L(v) témbben taroljuk, az y koordinatak
szerint rendezve. (Egy wu levélben L(u) az azonos x koordinataju pontokat tartalmazza y
szerint rendezve.)

Vilaszolo algoritmus: El6szor xy, és x5 keresése.
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x, keresése X;keresése

A
\

Legyen vy, az a csics, ahol a két keresés elagazik. Egy cstics fontos, ha a vgp-
t6l az xp keresésekor elért levélbe vezetd uton 1évé olyan cstcs jobb gyereke, ahol balra
léptiink, illetve, ha a vyy;-t6] az x; keresésekor elért levélbe vezetd tton 1évé olyan cstcs
bal gyereke, ahol jobbra léptiink. Ezeken kiviil a két megtalélt levél is fontos.

Ko6nnyt latni, hogy a kilistazand6 pontok mind ASSOC(v)-ben vannak valamely fontos
v cstcsra. (Valamint a definici6 alapjan az a tény is nyilvanvalo, hogy ha u és v fontos
cstcsok, akkor ASSOC(u) és ASSOC(v) diszjunktak.) Tehat minden fontos v cstcsban
ki kell valogatni ASSOC(v) elemeibdl a kérdésnek megfelelGeket.

A fa mélysége logn, igy legfeljebb 2 - logn fontos csiics van.

Minden fontos v-re y,-t megkeressiik felezd kereséssel L(v)-ben és kilistazzuk a ponto-
kat yg-ig.

Egy darab v-nél legfeljebb logn + 1 + k, 1épés kell, ahol k, a v-nél kilistazott elemek
szama.

IDO: O(log®n + k)

TAR: O(n -logn) (egy pont minden szinten pontosan egyszer szerepel).

FELEPITES: O(n -logn)

Vazlat: rendezziik a pontokat x és y koordinata szerint is. Ha r a gyokér neve, nevez-
ziik ezeket AX, ill. AY,-nek, és legyen a, = n. Altalaban, ha a fa egy v cstcsanal jarunk,
Jleliilr6l” megkapjuk AX,-t, ami ASSOC(v) az x koordinata szerint rendezve, AY,-t, ami
ASSOC(v) az y koordindta szerint rendezve, és az a, = |ASSOC(v)| méretet. Ekkor v
itjelzGje az AX,(|la,/2]|) pont x koordinataja lesz. Végigmenve az AX, és AY, témbo-
kon, minden pont x koordinatajat ezzel hasonlitva a tombdoket konnyen szétszedhetjiik a
rendezett AXpaw) €5 AXjopp(v), Il AYpai(w) és AYjopp(wy témbdokre.

N

Megjegyzés: ez az algoritmus miikodik tébb dimenzidban is, ha agy mddositjuk, hogy d
dimenziéban az elsé koordinata szerinti kereséfaban az ASSOC(v) halmazt rekurzivan egy
d — 1 dimenziés tartomany-faban taroljuk (a pontok elsé koordinatajat elfelejtve, mint ahogy
eddig is tettiik, hiszen a fenti médszerben az |. feladatnal targyalt 1-dimenziés tartomany-
fétdhasznéltuk). Ekkor a lekérdezési ids O(log?n + k) lesz, a sziikséges tarhely pedig O(n -
log®n).

Kérdés: az O(log? n + k) id6t lehet-e csokkenteni?
A cél: O(logn—+k) keresési id6, ehhez az kell, hogy a v-nél csak O(1+k,) id6t toltsiink.
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11.2.1. Javitas Kaszkad tarolassal

Vegyiik észre, hogy feliilrdl lefele haladva mindig ugyanazt az y, értéket akarjuk keresni
egyre rovidebb rendezett tombokben, amelyek résztombjei a sziilé megfelel6 tombjének.

Egy ehhez kapcsolodo feladat: A és B rendezett tomboket szeretnénk tarolni, ahol
ADB.

Al3|10|19|Z3|30|37|59|62|70|80|100|

|\|\|\|\|||/| | ""|

N7

8 [e[s[x[=[x[s]

H(i) :== min{l | B(l) > A(7)}, illetve nil, ha nem létezik ilyen .

Hasznalata: ha példaul y, = 20, akkor megkeressiik az A-ban az els6 ennél nagyobb-
egyenld elemet (ez A(4) = 23), és H(4) megmutatja, hogy a B(3) = 30 lesz a B-ben az
els6 megfelels elem.

ASSOC(v) = ASSOC(b(v)) U ASSOC(j(v)).

Kaszkad tarolasnal minden v cstcsban az L(v) mellett egy Hy(v) és Hj(v) pointer-
tombot is tarolunk.

Ya-t csak a gyokérnél keressiik meg felez6 kereséssel, utana Hy, vagy H; mutatja meg
a "helyét" (az elsé y,-nal nem kisebb elemet).

IDO: O(logn + k)

TAR: O(n -logn)

FELEPITES: O(n -logn)

Vazlat: Ugyantgy, mint az elébb, de amikor kettészediink egy listat, a Hy és H;
tombdoket is feltoltjiik. Minden megy a tarhelyben linearis id6ben.

Megjegyzés: A d dimenzis feladatra alkalmazva az id6 O(log? ! n + k)-ra csokken.

11.3. Egy téglalapot metsz6 szakaszok lekérdezése

Visszatérve az alapfeladatunkra: a kérdezett téglalapba (ablak) es6 pontokat le tudjuk
kérdezni, ha tartomény-faban taroltuk dket. Hasonlo6 a helyzet az 6sszes olyan szakasszal,
amelynek legalabb egyik végpontja az ablakba esik, itt csak két dologra kell vigyazni:

° a szakaszok végpontjaival egyiitt taroljuk el a szakasz sorszamat is (persze egy pont
sok szakasz végpontja is lehet, igy igazabol egy-egy ponthoz tartozik egy vodor
(lancolt lista), ami tartalmazza az Osszes olyan szakasz indexét, amelyeknek ez a
végpontja),

° ha egy szakasz mindkét végpontja az ablakban van, akkor csak egyszer irjuk ki.
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De persze lehetnek olyan, a téglalapot metsz§ szakaszok is, melyeknek mindkét vég-
pontjuk kiviil van. El&szor azt a speciélis esetet oldjuk meg, amikor minden tarolt sza-
kaszunk vizszintes vagy fiiggbleges, és csak a kiovetkezd fejezetben kezeljiik a ferde
szakaszok esetét (pl. VLSI tervezésnél ilyenek nincsenek is). Tehat most azokat a vizszin-
tes és fliggbleges szakaszokat szeretnénk kiiratni, melyek teljesen atmetszik az ablakot.
Az ilyenek vagy vizszintesek és metszik a jobb oldalt, vagy fligg6legesek és metszik a fels6
oldalt. Ez a két feladat nyilvan ,szimmetrikus”, tehat elég az elsd esetet kezelni. Azonban
djra figyelni kell arra, hogy most kivalogatjuk az Osszes vizszintes szakaszt, mely metszi
a jobb oldalt, tehat azokat is, amelyek bal végpontja benne van az ablakban — ezeket
azonban méar egyszer kiirtuk, nem szabad tjra.

A kétszeri kiirdas megakaddlyozdsa: pl. egyszerd, de nem optimalizalt megoldas, ha
egyrészt felvesziink egy n hosszu témbot (n a szakaszok szama) és egy sort. Ha barmely
fazisban megtalaljuk az i. szakaszt, akkor megnézziik, hogy a tomb 7. eleme 1-e, ha igen
megyiink tovibb, ha nem, akkor egyre allitjuk és i-t berakjuk a sorba. A végén a sorbol
ki tudjuk iratni az 0sszes megtalalt szakaszt, és kdzben a témbot Gjra le tudjuk nullézni.

IV. TAROLNI: Vizszintes szakaszok a sikon.

KERDES: METSZO (7] X [ya, ys))-

VALASZ: felsoroljuk az sszes olyan vizszintes szakaszt, mely metszi a kérdezett fiig-
gbleges szakaszt.

Intervallum-fat készitiink az x tengelyre esé vetiiletek szerint. DE az eredeti meg-
oldéssal ellentétben az Z(v) halmazokat nem két listdban taroljuk, hanem helyette két
kupacos keres6faban (lasd alabb). Az els6ben az intervallumokat a bal, a méasodikban
a jobb végpontjuk szerint. A keresés majdnem ugyanugy megy, mint a hagyomanyos
intervallum-faban, csak amikor az adott v cstics Z(v) halmazabol ki akarjuk vélogatni
a minket érdeklSket, akkor pl. < z( esetén az elsé kupacos kereséfaban keressiik meg
azokat, akiknek a bal végpontja a (—oo, 2| X [ya, ys] végtelen téglalapba esik. (Hasonlo-
an, r > xo esetén, a masodik kupacos kereséfaban keressiik meg azokat, akiknek a jobb
végpontja a [z,00) X [ya, yg] végtelen téglalapba esik, ehhez a masodik kupacos kereséfat
MAX-kupaccal kell definialni.)

Tehat a kovetkezd feladatot kell még megoldanunk, melyre a tartomany-fa is megoldés
lenne, de most egy még hatékonyabb megoldast adunk (kisebb tarhellyel). Amit meg
tudunk valositani a IV. feladatra (mivel Z(v)-bdl kiiratas igy nem lehet O(k,) ideji):

IDO: O(log®n + k)
TAR: O(n)
FELEPITES: O(n -logn)
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11.3.1. Kupacos keres6fak

V. TAROLNI: py,ps, ... pn € R?
KERDES: PONTOK((—00, z] X [ya, yt])-

Y

Ya

Megoldas: Kupacos keresdfa — a legszebb 6szvér adatstruktura (mely kicsit hasonlit
a mar targyalt Descartes-fahoz).

El6szor egy kis eldkésziiletre van sziikségiink, egy 4j mtveletet vizsgalunk meg kupa-
cokban.

Adott egy binéris kupacrendezett fa, és egy K kulcs, a feladat pedig az, hogy soroljuk
fel (tetszoleges sorrendben) az Gsszes olyan v csicsat a kupacnak, amelyre K (v) < K.

Megoldas: Kiir (vg, K) hivasa, ahol vy a kupac gyokere.
Kiir (v, K)
if K(v) < K then PRINT v; Kiir (b(v), K); Kiir (j(v), K)

19. Allitas. Ez O(1 + k) iddben fut.

Bizonyitas: Ha meghivtuk Kiir (u, K)-t, akkor vagy u gyokér volt, vagy u eleme az
outputnak, vagy p(u) eleme az outputnak, tehat k& hosszii output esetén legfeljebb 2k + 1
hivés lesz (indukcidval konnyen lathatoan, egy k cstucsu binaris fanak k& + 1 fiktiv levele
van).

Megjegyzés: Ez persze csak akkor igaz, ha nem rendezve kellenek az elemek, kiilonben mindenhol
Mintorlés kellene.

A Kupacos keresdfa egy kiegyensiilyozott binaris fa, amelynek minden v csticsdban egy
q(v) pont és egy y(v) ,utjelzétabla” van.

Ez az 6szvér adatstruktira egyszerre lesz az x koordinédta szerint kupac, és az y koor-
dinata szerint binaris keresdfa; pontosabban csak annak hasonmasa, azt a fontos kerestfa
tulajdonsagot teljesiti, hogy egy adott v csticsnél a bal részfaban csupa olyan pontot téro-
lunk, melyek y koordinataja < y(v), a jobb részfaban pedig csupa olyan pontot tarolunk,
melyek y koordinataja > y(v), (de magaban a v csticsban tarolt ¢(v) pontnak semmi koze
nem lesz y(v)-hez). Ezektdl a ¢(v) pontoktol eltekintve ez nagyon hasonlit a mar targyalt
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Descartes-fara, ahol az A(i) elem y koordinatéjanak i-t tekintettiik, x koordinatajanak
pedig az A(7) értéket.

Felvesziink egy vy gyokeret, q(vg) := a legbaloldalibb pont (ha t&bb ilyen van, akkor
koziiliik barmelyik).

y(vo) := miny’, amelyre az S = {p1, pa, . . . pn } \{q(v0) } halmaznak legfeljebb a fele van
az y =y egyenes felett. Legyen S, ={i € S|y < y(vo)} és Sg={i € S| y; > y(vo)}.
Ezeket rekurzivan ugyanigy téaroljuk a gyokér bal, ill. jobb részfajaban.

Megjegyzés: ha egy adott pillanatban minden pont y koordinataja azonos, akkor az adott
csticsot megjeldljik (a kereséfanak egy levele lesz), és a pontokat mar egyszerlien x szerinti
kupacban taroljuk a részfajaban. Ezzel elérjiik, hogy a keres6fa mélysége akkor is maximum
logn, ha vannak azonos y értékek, és a kereséfa levelein is maximum log n mélységii kupacok
Jognak”.

A 16 fa kiegyenstlyozott binaris fa, igy mélysége < [logn]. Az ilyen fakat (ez az egész
fejezetre érvényes!) tarolhatjuk témbben, tgy, mint a kupacokat (legfeljebb 2n hosszi
tomb kell). A kereséfa levelei alatti ,kupacokat” kiilon-kiilon témbben érdemes ekkor
tarolni.

rekurzivan y' rekurzivan
alatti nem q(v) feletti nem
pontok q(v) pontok

A Keresés igy megy: el6szor ya-t és ye-et keressiik a faban (amig megjelolt cstucshoz
nem ériink), a fontos csiucsokat ugyanugy definialjuk, mint a tartomany-fanal.

belsé lelégd
elemek: ezek y
szerint csupa jo

A keresési utak soran bejart csticsokban tarolt ¢(v) pontokat egyesével leellendriz-
ziik, hogy benne vannak-e a kérdezett téglalapban. Ezeken kiviil minden mas kiirando
pont valamely fontos cstcs alatt lesz. Réadésul egy v fontos cstcs alatti minden pont y
koordinataja az [ya, ye] intervallumba esik, igy a fontos csicsok részfait mar kupacként
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kezelhetjiik, és az el6bb latott moédon a Kiir (v, x) hasznéalataval ki tudjuk irni a j6 ponto-
kat O(1+ k,) id6ben, ahol most k, az output Osszes, a v részfajaba esé pontjainak szamat
jeloli.

IDO: O(logn + k)

Ez ugyanolyan gyors, mint a tartoméany-fa kaszkadolassal, de egyszertibb a megvaldsi-
tas és kisebb a tarigény:

TAR: O(n)

FELEPITES: O(n -logn)

Megjegyzés: Ezzel azt az egydimenziés feladatot is meg lehet oldani, ahol intervallumokat kell
tarolni, a kérdés INTVTART (xy,x;), és itt azon I; intervallumokat kell kiiratni, amelyekre I; C
[zp, x;].

11.4. Ferde szakaszok lekérdezése

Ami héatravan, az az ablakot teljesen atmetsz6 ferde szakaszok lekérdezése. Ezt négy
részben valositjuk meg, kiilon-kiilon lekérdezziik a téglalap négy oldalat metszé ferde sza-
kaszokat. Szimmetria okokbol nyilvan itt is elég lekérdezni egy adott fliggGleges szakaszt
metsz6 ferde szakaszokat.

Y

Megjegyzés: Most el6szor hasznaljuk ki, hogy a szakaszok nem metszhetik egymast.

Megoldas: A vetiileteket most is mint {/y, ..., I, } intervallumokat taroljuk. Azonban
erre a célra az intervallum-fa itt nem felel meg nekiink, ezért egy djabb, els§ ranézésre
sokkal rosszabb megoldést kell adnunk erre az egy dimenzios feladatra.

11.4.1. Szakasz-fa

Az an. Locus (= mértani hely) megkozelitést alkalmazzuk. Vegyiik a lehetséges kérdések
terét (itt R, de egy ablaknal pl. R* lenne), és particionaljuk ekvivalencia osztalyokra
(cellakra) tgy, hogy két kérdés ekvivalens, ha ugyanaz a halmaz a vélasz rajuk. Ha
ezt a particiot hatékonyan tudjuk tarolni tugy, hogy egy adott kérdésre meg is tudjuk
talalni gyorsan az G ekvivalencia-osztalyat, akkor az osztalyokhoz felirva a valaszokat
megoldottuk a feladatot. Ehhez persze eleve kell, hogy az osztalyok szama ne legyen tul
nagy, pl. ablak-kérdésekre ez nincs igy.
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Felbontjuk a szamegyenest a végpontok altal meghatarozott egypontu és nyilt szaka-
szokra. Egy-egy ilyen szakaszba azok az x-ek esnek, amelyekre biztosan ugyanaz a vilasz
(az 6t tartalmazo intervallumok halmaza).

Osszesen legfeljebb 4n + 1 darab ilyen szakasz lesz: legfeljebb 2n darab 1 ponti és
legfeljebb 2n+ 1 darab nyilt szakasz (két tarolt intervallum végpontjai egybe is eshetnek).

Egy kiegyensilyozott binaris keres6fat épitiink, melynek leveleire rairjuk az egypontu
és nyilt szakaszokat gy, hogy balrdl jobbra rendezve legyenek. A fa egy v cstcsara
definialjuk egyrészt az Int(v) intervallumot, mely a v alatti levelekre irott halmazok unioja;
masrészt az ASSOC(v) = {i | I; 2 Int(v), de I; 2 Int(p(v))} halmazt. A v cstcsnél
taroljuk ASSOC(v)-t mégpedig egy tombben (itt még van némi szabadsagi fokunk, hogy
milyen sorrendben, ezt a kovetkezd alfejezetben ki is fogjuk hasznalni).

20. Allitas. Egy adott I; intervallumot a fa eqy szintjén mazimum kétszer tdaroljuk, igy
az dsszes tdarigény O(n - logn).

Bizonyitas: Ha I; egy szinten haromszor lenne tarolva, akkor legyenek balrol jobbra a, b, ¢
a csucsok, amiben taroltuk. Mivel Int(a) C I; és Int(c) C I;, ezért a keres6fa tulajdonsagai
miatt nyilvan b szilgjére Int(p(b)) C I;, tehat I; nem lehet benne ASSOC(b)-ben.

Keresés: a faban itt is x-et keressiik, és a keresési it soran érintett minden v cstcsra
a teljes ASSOC(v)-t kilistazzuk. Tehat a keresés ideje O(logn + k).

A szakasz-fa elénye az intervallum-fahoz képest, hogy a keresési ut csicsaiban tarolt
ASSOC(v) halmazok unioja pontosan az, ami a kivant output, ezekbdl itt nem kell vélo-
gatni. Pont ezért, ha az ASSOC(v) halmazokat alkalmasan rendezett tombokben taroljuk,
akkor még egy masik szempont szerint tudunk beldliik valogatni.

Egy masik lehetséges alkalmazas az, amikor csak az input pontot tartalmazé inter-
vallumok szaméra vagyunk kivancsiak; ekkor minden cstucsban csak az |[ASSOC(v)| sza-
mossagokat taroljuk (ekkor a tarigény csak O(n)), és az egyetlen kimenet O(logn) id6ben
elgallithato.

Meggondolhato, hogy ez is felépithets O(n -logn) idében, a végpontok rendezése utan
a fat most alulrdl felfelé épitjiik, és kozben minden v csticsdhoz meghatarozzuk Int(v)-
t. Ezutan minden egyes intervallumot berakunk felilrsl lefelé a megfelel§ (szintenként
maximum 2 db) ASSOC(v) halmazokba (szintenként maximum 4 cstcs Int(v) értékét kell
megvizsgalnunk).
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11.4.2. Egy fiigg6leges szakaszt metsz6 ferde szakaszok

A szakaszokat az x tengelyre es§ vetiiletiik szerint szakasz-faban taroljuk, és ebben keres-
siikk z-et.

:Zﬂ
\/’%
=

X

In/t( v)

A keresés soran a fa egy adott v cstucsanal ASSOC(v)-ben azok a ferde szakaszok
vannak, amelyek vetiilete tartalmazza Int(v)-t, de nem tartalmazza Int(p(v))-t. Ezek
tehat mind atmennek az Int(v) x (—o0, 00) fiiggsleges végtelen csikon. Mivel nem met-
szik egymaést, igy alulrol felfelé egyértelmitien rendezhetdk, tehat eszerint taroljuk Sket az
ASSOC(v)-t tartalmazd tombben. Kereséskor felezs kereséssel konnyen megtalalhatjuk
a legalso olyat, mely metszi a kérdezett [z] X [ya, ye] szakaszt, majd etts] kezdve addig
iratjuk ki ASSOC(v) elemeit, mig metszik ezt a kérdezett szakaszt. A v-nél eltoltott idS
igy O(logn + k,), tehat az dsszes keresési id6 O(log? n + k).

Az egész struktiira tovabbra is O(n - logn) tarat hasznal, és felépithets O(n - log? n)
id6ben (a szakasz-fa felépitése utan az ASSOC(v) halmazokat még rendezniink kell). Ez
egy tgyes (nem trivialis) triikkel levihets O(n - logn) idére.

Vazlat: rendezziik az intervallum-végpontok x koordinatait, majd ezeken sorbamenve
létrehozunk egy segédgréfot, melyben ij él, ha van olyan x koordinata, ahol az I; kézvet-
leniil I; felett van. Ennek legfeljebb 3n éle lesz, és ha kiegyensiilyozott binaris kereséfat
tartunk fent az y koordinéta szerint, akkor minden tjabb él O(logn) id6ben eldallithato
és a kereséfa is karbantarthato. Ennek a segédgrafnak a topolégiai sorrendje megad az
intervallumokon egy rendezést, ezt hasznédlva kell levdlogatnunk a rendezett ASSOC(v)
tombdket.
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12. Dinamikus utak és fak

Ez a fejezet négy részbdl all, el6szor a dinamikus utakat targyaljuk, majd az iranyitatlan
dinamikus fakat, ezutan az irdnyitott fakat. Végil ez utobbi felhasznaldsara mutatunk
egy fontos példat (Dinic algoritmusat), mely motivélta ezek kifejlesztését.

12.1. Dinamikus utak

Diszjunkt iranyitott utak egy kollekciojat kell tarolnunk, ahol még minden v cstcsra egy
érték(v) is ra van irva.

Miiveletek:

Ujiit (v): létrehoz egy csak v-bél allo utat, érték (v) = 0.

Utnév (v): visszaadja a v-t tartalmazo 1t nevét.

Vége (p): a p it utolso cstcsa.

Erték (v): visszaadja a v cstics értékét.

Ut-minérték (p): visszaad egy x,u part, ahol x a p Ut csicsai értékének minimuma, u
pedig az utolso cstucs ezzel az értékkel.

Ut-értékndv (p, A): a p Gt minden cstcséanak értékét megnoveli A-val (ami negativ is
lehet).

Ut-egyesit (p, v, q): a p végéhez illeszti a v csticsot, majd ehhez a ¢ 1t elejét, visszaadja
az egyesitett utat (p ill. ¢ lehet iires is).

Ut-vag (v): a v-t tartalmazo p’ utat szétvagja. Visszaad egy p,q ttpart, ahol p a v
el6tti csiicsok részutja, g pedig a v utaniakeé.

Megvalositas: minden egyes utat egy-egy S-faban tarolunk, ahol v < v, ha w el6rébb van,
mint v. Az Gt neve az aktualis gyokér-csics neve (ez egy kicsit triikkkos, de meggondolhato,
hogy nem okoz félreértést és nagyon praktikus).

Az igazi Otlet az értékek tarolasénal van. Az S-fa egy v cstcséra definidljuk a kovetkezs
mennyiségeket (jelolje ps(v) a v sziilgjét ebben a faban):

e minérték (v) = a v csics S-fabeli leszarmazottai értékének a minimuma
o Aérték (v) = érték (v)—minérték (v)
e Amin (v) = minérték (v), ha v a gyokér, egyébként minérték (v)—minérték (ps(v))

Téarolni az egyes csicsoknél a Aérték (v) és Amin (v) szamokat kell. A legtobb mu-
velet megvalositasa elég nyilvanvalo, csak egyrészt azt kell meggondolni, hogy egy Bill
miiveletnél ezeket a szamokat is karban tudjuk tartani konstans lépésben. Masrészt pl.
Ut-értékndv (p, A) miiveletnél elég a Amin (p) szaimhoz A értéket hozzdadni (emlékeztetd:
p az S-fa gyokere). Csak a legérdekesebb miiveletet irjuk le részletesen.

Ut-minérték (p):
wi=p
while Aérték (w) > 0 || (jobb(w) # nil && Amin (jobb(w)) = 0)
if jobb(w) # nil && Amin (jobb(w)) = 0 then w := jobb(w)
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else w := bal(w)
return (Amin (p), w)

17. Tétel. Az utmiveletek amortizdcios ideje O(logn) az S-fandl tanult elemzés miatt.

12.2. Iranyitatlan dinamikus fak

Diszjunkt fak egy kollekciojat kell tarolnunk, ahol minden v cstcsra egy érték(v) van
rairva.

Miiveletek:

Ujfa (v): létrehoz egy csak v-bdl allo fat, érték (v) = 0.

Erték (v): visszaadja a v cstcs értékeét.

Minérték (v): visszaadja a v-t tartalmazo fa cstcsai értékének a minimumat és egy u
csucsot, ahol ez felvétetik.

Ertéknov (v, A): a v-t tartalmazo fa minden csticsanak értékét megnoveli A-val (ami
negativ is lehet).

Egyesit (v, w): ha v és w két kiillonboz6 faban vannak, akkor a két fat sszekoti a vw
él hozzaadasaval.

Vag (v, w): ha vw egy fa-él, akkor az ezt tartalmazo fat kettévagja a vw él torlésével.

Megvalositas: egy T' = (V, E) fahoz hozzarendeljik a 7" = (V, A) iranyitott Euler-grafot:
a fa minden élét bevesszilk mindkét iranyban, plusz minden csicsdhoz egy hurokélet.
Ennek egy Euler-sétajat valahol szétvagjuk, majd vessziik a kapott nyilt séta élgrafjat.
Ennek tehat pontjai A elemei, és aa’ éle, ha a szétvagott sétaban a utan o’ kovetkezik.
Tehéat ez egy 1t, a hurokéleknek megfelel6 pontokra képzeljiik a megfelels eredeti cstics ér-
tékét, az eredeti fa-éleknek megfelel6 pontokra pedig egy elegendGen nagy értéket. Fzt az
utat az el6z6 fejezetben leirtak szerint taroljuk. Nem nehéz meggondolni, hogy a famiive-
leteket meg tudjuk valositani a megfelels atmiiveletek segitségével (az Egyesit mtiveletnél
ez nem trivialis, kell néhany Ut-vag és Ut-egyesit, de csak konstans sok).

18. Tétel. Az iranyitatlan famdveletek amortizdacids ideje O(logn).

Megjegyzés: llyen fakat hasznalnak pl. a minimalis koltségii folyam feladatra kifejlesztett egyik
leghatékonyabb algoritmus, a ,,network simplex” implementalasanal.

12.3. Iranyitott dinamikus fak

Diszjunkt gyokeres fak egy kollekciojat kell tarolnunk, ahol minden v csticsra egy érték(v)
van rairva. A fakat ugy képzeljiik, hogy élei a gyokér felé vannak iranyitva.

Miiveletek:
Ujfa (v): létrehoz egy csak v-bdl allo fat, érték (v) = 0.
Gyokér (v): visszaadja a v cstcsot tartalmazo fa gyokerét.
Ut (v): a v-t tartalmazo faban a v-t6l a gyokérig mend irdnyitott tt.
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Minérték (v): visszaad egy x,u part, ahol x az Ut (v) csticsai értékének minimuma, u
pedig az utolso cstcs ezzel az értékkel.

Ertéknov (v, A): az Ut (v) minden csticsdnak értékét megnoveli A-val (ami negativ is
lehet).

Egyesit (v, w): ha v és w két kiillonboz§ faban vannak és v gyokér, akkor a két fat
Osszekoti a vw irdnyitott él hozzaadasaval.

Vég (v): ha v nem gyokér, akkor kitorli a v-bél a p(v) sziil6be mend iranyitott élet,
ezzel kettévagja a fat egy v-t tartalmazo és egy p(v)-t tartalmazoé fara.

Megvalositas: Minden egyes fat utak Osszelinkelt halmazaként fogunk tekinteni. A fa
néhény élét folytonosnak, méasokat szaggatottnak hivunk, azzal a kikotéssel, hogy egy
csuicsba csak maximum egy folytonos él mehet be. Ezaltal a folytonos élek utakat alkotnak,
ezeket folytonos utaknak nevezziik. Egy ilyen p Gt utolsé cstcsabol kiléps szaggatott él
végét sz(p)-vel jeloljiik (nil, ha az at a gyokérben végzédik). Idében valtozni fog, hogy
mely élek folytonosak ill. szaggatottak. A 6 Gtlet az, hogy egy belsé miivelet segitségével
elérjiik, hogy egy adott v csticsra Ut (v) (tehat a v-bél a gyokérbe vezetd wt) pontosan
egy folytonos 1t legyen. A folytonos utakat az els részfejezetben leirt modon taroljuk,
igy a famiiveletek pontosan megfelelnek az ott leirt utmiiveleteknek.

A bels6 miivelet, melyet Exponal (v)-nek hivunk tehat arra hivatott, hogy Ut (v) élei
folytonosak legyenek, az ezen beliili csticsokba vezets tobbi él pedig szaggatott.

Exponal (v):
p = null
while v # nil
w := sz(Utnév (v))
q,r :=Ut-vag (v)
if ¢ # null then sz(q) :=v
p :=Ut-egyesit (p, v, )
vi=w
sz(p) = nil
return (p)

Elgszor ezt a miiveletet elemezziik. Egy uv fa-élet nehéznek neveziink, ha 2 - size(u) >
size(v), kiilénben konnyinek (ahol size(u) az u leszarmazottainak a szama, tehéat azon
cstcsok szama, melyekbdl iranyitott fa-éleken u elérhetd).

21. Allitas. Egy csicsba mazimum eqy nehéz €l lép be. Bdrmely irdnyitott it mentén
legfeljebb log n kénnyd €l lehet.

Egyeldre kivételesen egy LEPES legyen konstans sok titmitivelet ideje, oly modon,
hogy egy Exponalas tényleges ideje 14 k LEPES legyen, ha a while ciklust k-szor hajtjuk
végre. Azt allitjuk, hogy az Exponélas amortizaciés ideje O(logn) LEPES. Legyen a P
potencial a fa-élek szama minusz a nehéz folytonos élek sziama. Ez kezdetben nulla
(nincsenek fa-élek), és mindig nemnegativ (csak fa-éleket hivhatunk nehéznek). Ha egy
ciklus elején v-be megy be folytonos él, legyen ez w'v, a Vége (p)-bdl beléps szaggatott
¢l pedig wv. A ciklusban w'v (ha létezik) szaggatotta valik, uv pedig folytonossa. Ha uv
nehéz, akkor u'v vagy nem létezik, vagy konnytd, ezért AP = —1, igy az amortizacios
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id6 nulla. Kiilénben uv rajta van a kiindulési v-bél a gyokérig vezetd titon, tehat ilyen
legfeljebb (logn)-szer fordulhat els. Ezekben az esetekben AP < 1, igy az amortizacios
id6 legfeljebb 2, dsszesen tehat az egész Exponalas amortizéacios ideje 1+ 2logn LEPES.

Mivel az utmiveleteket meg tudtuk valositani O(logn) elemi lépéssel (amortizacios
idében), ezért egy LEPES atlagosan O(logn) elemi 1épés. Mivel a famtiveleteket kénnyen
meg tudjuk valositani egy (vagy két) Exponalas utan konstans sok utmiivelettel, igy a ko-
vetkez6 tétel adodik, amennyiben belatjuk, hogy az Exponalas(ok) utan végzett konstans
sok utmiivelet soran a potenciél legfeljebb O(logn)-nel né.

19. Tétel. Az irdnyitott famiveletek amortizdcids ideje O(log”n).

Elég az Egyesit (v,w) és a Vag (v) miiveleteknél megvizsgalni a potencial valtozasat.

Az Egyesit (v, w) mivelet igy néz ki:
sz(Ut-egyesit (null, Exponal (v), Exponal (w))) := nil.

Az Exponéalasok utan v egypontu folytonos 1t lesz, mig a w-bdl a gyokeréig vezetd ut egy
maésik folytonos ut lesz. Az ut-egyesités utan eggyel tobb fa-éliink lesz, valamint néhany
folytonos él nehézzé valhat, tehat A(P) < 1 az Ut-egyesit miivelet soran.

A Vég (v) mivelet igy néz ki:

Exponél (v); ¢, :=Ut-vag (v); sz(v) := sz(r) 1= nil

Itt bizony az Exponal (v) mivelettel keletkezd folytonos titon néhany nehéz él konnytive
valhat, de az Allitas miatt legfeljebb logn darab, ezért A(P) < logn az Ut-vag miivelet
soran.

Azonban a kétféle billegtetést lehet egyiitt kezelni, és kozos amortizacios idével sza-
molni, felhasznélva az[I] Megjegyzést. A folytonos utakat tarolé S-fakat folytonos faknak
nevezzik. Virtualis fakat definidlunk: p'(v) legyen egyenls p(v)-vel, ha v nem gyokere egy
folytonos fanak, kiilonben pedig legyen egyenls sz(v)-vel (ekkor v a neve a v-t tartalmazo
folytonos utnak). Ez az implementaciot is egyszertsiti [3], mésrészt lehet6vé teszi az elem-
zés pontosabba tételét. Az [I] Megjegyzésben emlitett sajat sulyokat igy kell definialni:
egy v cstcs sajat sulya legyen size(v), ha v-be nem lép be folytonos él, ha pedig uv egy
folytonos él, akkor size(v) — size(u). Egy v cstcs tw(v) teljes silya most az 6t tartalmazo
folytonos faban vett leszarmazottai sajat sulyanak Gsszege, r(v) rangja pedig |logtw(v)].
Az S-fak elemzésénél vett [11] tétel alkalmazasaval egy kis munkéval [3] kaphato:

20. Tétel. Az irdnyitott famiveletek amortizdcios ideje O(logn).

12.4. Alkalmazas Dinic algoritmusara

Emlékeztets: Dinic algoritmusa n-szer elkésziti a szintezett maradékhalozatot, abban
keres blokkolé folyamot, majd ezzel javit. Az egyszeriiség kedvéért a maradékhélozatot
(G =(V,A),r s,t) jeloli, és csak egy blokkolo f folyam keresésével foglalkozunk.

Kezdetben minden v € V csticsra hivunk egy Ujfa (v) és egy Ertéknov (v, N) famiive-
letet, ahol N > > _,r(a) egy elég nagy szam, valamint minden a élre f(a) := 0. Egy a
él a kovetkezd harom tipus valamelyikébe esik:

e sima, ezekre f(a) =0,
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o a = up(u) fa-él, ezekre f(a) = r(a)—érték (u), de ezekbdl csak az input r(a) van
tarolva, valamint a dinamikus faban implicite az érték (u),

e kitorolt, ezekre mar a végleges f(a) érték ra van irva.

Tehat az a = up(u) fa-élen mend folyamnak az r(a) kapacitastol vett tavolsagat té-
roljuk az érték (u)-ban. Ez az implicit tarolas teszi lehetévé, hogy ha egy ¢ - n hosszi
javito uton javitunk, és ezéltal k él valik telitetté, akkor k famiivelettel el tudjuk végezni
a folyam novelését az it minden élén.

Négy segéd-eljarast hasznalunk.

Eltorlés (u, v):
if v # p(u) then A := A — uv; return
else

Vg (u)
A, u :=Minérték (u)
Ertéknov (u, N — A)
fluw) :==r(uw) — A
A=A—-w

return

Cstcstorlés (v):
if v = s then Vége

else
for uv € A
Eltorlés (u, v)
return
Vége:

for up(u) € A
Eltérlés (u, p(u))
STOP

Javitas:

A, v :=Minérték (s)
Ertéknov (s, —A)
A:=0
while A =0

Eltérlés (v, p(v))

A, v :=Minérték (s)
return

A {6 eljaras pedig a kovetkezd (a fentebb leirt inicializalas nélkiil):

Blokkolo6 (G, 7, s, t):
repeat
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v :=Gyodkér (s)
if v = ¢ then Javitas
else
if Jvw € A then
Ertéknov (v, r(vw) — N)
Egyesit (v, w)
p(v) :==w
else
Csucstorlés (v)

Konnyen lathatd, hogy minden konstans sok famivelet soran legaldbb egy él statu-
sza megvaltozik, méarpedig egy ¢él statusza csak kétszer valtozhat, ezért Gsszesen O(|A])
famtvelet kell (és szintén ennyi egyéb elemi miivelet).

21. Tétel. Dinic algoritmusa dinamikus fik segitségével dsszesen O(n - m -logn) lépést
1gényel.
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